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Περίληψη

Σκοπός της πτυχιακής αυτής εργασίας είναι η σχεδίαση, η ανάλυση και η 
εφαρμογή των wavelets στην συμπίεση σήματος και στις τηλεπικοινωνίες.

Αρχικά θα αναλύσω την κλιμακοθετησιμότητα και τους κλάδους της σε 
χωρική, ποιοτική και στην πολυπλοκότητα.

Στην συνέχεια θα κάνω μια σύντομη εισαγωγή στα wavelets και θα δείξω τις 
περιπτώσεις στις οποίες μας είναι απαραίτητα. Ταυτόχρονα, θα συνάγουμε (με 
μαθηματική χαλαρότητα) κάποιες σημαντικές έννοιες που τα διέπουν, και οι 
οποίες είναι αναγκαίες για τη συνέχεια της εργασίας. Επιπλέον, θα αναφερθούμε στις 
κυριότερες ως τώρα εφαρμογές τους και τη σημασία υλοποίησής τους σε υλικό.

Τέλος, στο πρακτικό μέρος και με την βοήθεια του προγράμματος Matlab θα 
γράψω έναν κώδικα ο οποίος διαβάζει την εικόνα, την συμπιέζει και εκτυπώνει την 
αρχική και την ανακατασκευασμένη εικόνα σε διάφορα βήματα υπολογίζοντας 
παράλληλα το μέσο τετραγωνικό λάθος (MSE) και τον μέγιστο σηματοθορυβικό λόγο 
(PSNR).
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Κεφάλαιο 1 Κλιμακοθετησιμότητα

1.1 Ανάγκη για κλημακοθετήσιμη κωδικοποίηση βίντεο

Στις μέρες μας ολοένα και περισσότερο αυξάνεται ο όγκος των 
δεδομένων βίντεο που χειριζόμαστε καθημερινά. Μια σημαντική πρόκληση είναι η 
διανομή του περιεχομένου βίντεο σε διαφορετικούς χρήστες. Το ψηφιακό βίντεο 
στη δεκαετία 1980 διανεμόταν μεταξύ εταιριών που διέθεταν ακριβά και αξιόπιστα 
κανάλια με μεγάλο εύρος ζώνης και δυνατότητα παροχής ποιότητας εξυπηρέτησης 
(QoS). Όμως, από το 1995 και έπειτα η εξάπλωση του Παγκόσμιου Ιστού άλλαξε τη 
φιλοσοφία της εμπορικής διανομής, με αποτέλεσμα σήμερα εκατομμύρια χρήστες 
να χρησιμοποιούν υπηρεσίες βίντεο ροοθήκευσης (video-streaming) για να δούνε 
ταινίες, μουσικά βίντεο και άλλα γεγονότα μέσω του Παγκόσμιου Ιστού. Επιπλέον, 
η ανάπτυξη της τεχνολογίας σύλληψης εικόνας προκάλεσε τη διείσδυση καμερών 
εικόνας και βίντεο στις κινητές συσκευές, όπως τα κινητά τηλέφωνα και τα PDAs. 
Αυτό είχε ως αποτέλεσμα στις μέρες μας, ακόμα και οι φορητές συσκευές να 
λειτουργούν ως καταναλωτές ή και παραγωγοί ψηφιακού βίντεο.

Στις περισσότερες περιπτώσεις η μετάδοση βίντεο πραγματοποιείται 
μέσω μη αξιόπιστων δικτύων, χρησιμοποιώντας πρωτόκολλα βασιζόμενα στα 
πακέτα όπως για παράδειγμα το TCP/IP το οποίο δεν υποστηρίζει λειτουργίες 
ποιότητας εξυπηρέτησης για ανθεκτική και χρονικά ορθή διανομή περιεχομένου 
πολυμέσων. Το πρόβλημα διογκώνεται με την χρήση ασύρματων υπηρεσιών στο 
περιβάλλον του χρήστη, αφού τα ασύρματα δίκτυα εμφανίζουν απώλειες πακέτων 
και μεγάλες διακυμάνσεις στο εύρος ζώνης. Για την τυπική περίπτωση της βίντεο 
ροοθήκευσης η σημερινή κατάσταση απεικονίζεται στην Εικόνα 1.1, όπου 
παρουσιάζονται διάφορες συσκευές και δίκτυα μαζί με το αντίστοιχο απαιτούμενο 
εύρος επικοινωνίας [1].

Motion Compensation —  Scalaöle Video Coding

Σχήμα 1.1: Αντιπροσωπευτικό σενάριο για video streaming μέσω του internet, όπου πολλοί πελάτες συνδέονται 
μέσω ετερογενών ασύρματων πρωτοκόλλων
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Για να αντιμετωπιστούν τα προβλήματα που δημιουργεί η ποικιλία των 
μέσων μετάδοσης βίντεο, η κοινότητα του MPEG αποφάσισε να διεξάγει έρευνα 
στις τεχνολογίες κωδικοποίησης βίντεο που μπορούν να χειριστούν τις απαιτήσεις 
μετάδοσης. Η έρευνα αυτή άρχισε το 2002 και συνεχίζεται ακόμα. Όσον αφορά το 
τεχνολογικό κομμάτι είναι γενικώς αποδεκτό ότι η κλιμακοθετήσιμη κωδικοποίηση 
(scalable coding) είναι πιο βιώσιμη τεχνικά λύση στα προβλήματα της μετάδοσης 
βίντεο σε ετερογενή δίκτυα και τερματικά χρηστών με διαφορετικές δυνατότητες. Η 
κλιμακοθετήσιμη κωδικοποίηση βίντεο αποτελεί ένα πλαίσιο εργασίας όπου από 
μια ενιαία συμπιεσμένη ακολουθία βίντεο μπορούν να προκύψουν αναπαραστάσεις 
του βίντεο με διαφορετική ποιότητα, ανάλυση (resolution) και χρονικό ρυθμό 
πλαισίων.

Ένα σημαντικό κομμάτι της επιτυχίας ενός συγκεκριμένου 
κλιμακοθετήσιμου αλγορίθμου κωδικοποίησης είναι το πόσο αποδοτική είναι η 
συμπίεση που δημιούργησε. Συνεπώς, μια βασική απαίτηση κάθε αλγορίθμου 
κλιμακοθετήσιμης κωδικοποίησης είναι ότι πρέπει να αποδίδει το ίδιο καλά με τα 
υπάρχοντα μη κλιμακοθετήσιμα συστήματα κωδικοποίησης βίντεο όσον αφορά την 
οπτική ποιότητα. Αυτό θα πρέπει να συμβαίνει για την πλειοψηφία των 
απεικονίσεων, των επιπέδων ποιότητας και των χρονικών ρυθμών πλαισίων. Μια 
άλλη απαίτηση αφορά τον χρόνο αποκωδικοποίησης. Γενικά για βίντεο 
ροοθήκευσης (video streaming) ο χρόνος αποκωδικοποίησης είναι της τάξης 
δευτερολέπτων, ενώ για εφαρμογές όπως παρακολούθηση βίντεο (video 
monitoring) απαιτείται χρόνος της τάξης των 100 msecs. Όσον αφορά τις 
απαιτήσεις για κλιμακοθετήσιμα (scalability) του περιεχομένου βίντεο, το MPEG 
ορίζει κάποιον ελάχιστο αριθμό χωρικών, χρονικών και ποιοτικών επιπέδων που 
πρέπει να διατίθενται. Τέλος, θα πρέπει να λάβουμε υπόψη και την πολυπλοκότητα 
της κωδικοποίησης και αποκωδικοποίησης. Οι απαιτήσεις αυτές αναλύονται 
περισσότερο στις ακόλουθες υποενότητες.

1.2 Χωρική Κλιμακοθετησιμότητα (Spatial Scalability)

Η κλιμακοθετήσιμη κωδικοποίηση βίντεο πρέπει να υποστηρίζει το 
λιγότερο τέσσερα επίπεδα χωρικής ανάλυσης (ευκρίνειας) τα οποία κυμαίνονται από 
1152 χ 1408 έως 144 x 176 εικονοστοιχεία. Στο εύρος αυτό περιέχονται και τα δύο πολύ 
γνωστά πρότυπα για αναπαράσταση βίντεο: CIF (288 x 352) και QCIF (144 χ 176). Η 
ικανότητα να παράγουμε πολλαπλές αναλύσεις από μία κοινή ακολουθία ψηφίων είναι 
σημαντική για αρκετές εφαρμογές. Μία από αυτές είναι η επιτήρηση χώρου μέσω βίντεο 
και τα συστήματα παρακολούθησης, όπου η λειτουργία χωρικής κλιμακοθετησιμότητας 
έχει δύο λόγους ύπαρξης [1].

Στο πρώτο σενάριο πολλές λήψεις από διαφορετικές θέσεις καταφτάνουν στον 
σταθμό επιτήρησης. Βασιζόμενοι στη δυνατότητα χωρικής κλιμακοθετησιμότητας κάθε 
λήψη μπορεί να μεγεθυνθεί. Έτσι μειώνεται το εύρος επικοινωνίας μεταξύ του δικτύου
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καμερών και του σταθμού παρακολούθησης και το υψηλής ευκρίνειας περιεχόμενο 
μεταδίδεται μόνο έπειτα από συναγερμό ή από επιλογή του χρήστη.

Υποστήριξη αποθήκευσης βίντεο με λειτουργία διαγραφής. Στα συστήματα 
παρακολούθησης η σημαντικότητα των καταγεγραμμένων δεδομένων και κατ’ 
επέκταση της απαιτούμενης ανάλυσης των ακολουθιών βίντεο, μειώνεται με το 
πέρασμα του χρόνου. Για παράδειγμα, το πλήρες ευκρίνειας βίντεο χρειάζεται να 
αποθηκευτεί μόνο για τρεις ημέρες. Οι ακολουθίες που είναι για χρονικό διάστημα 
μεγαλύτερο από μία εβδομάδα χρειάζονται μια ελάχιστη ευκρίνεια για την 
αρχειοθέτηση τους.

Τέλος, μία μεγάλη κατηγορία συστημάτων που απαιτούν κλιμακοθετησιμότητα 
στην ανάλυση είναι οι αρχιτεκτονικές επικοινωνίας που χρησιμοποιούν το πλαίσιο 
εργασίας MPEG-21 DIGITAL Item Adaptation (DIA), όπου ετερογενείς υποδομές 
επικοινωνίας χρησιμοποιούνται για video streaming προς ένα πλήθος συσκευών όπως 
απεικονίζεται στην Εικόνα 1.2. Σε αυτήν την περίπτωση, η προσαρμογή της ευκρίνειας 
βίντεο είναι σημαντική για να ικανοποιηθεί το εύρος ζώνης του καναλιού και η 
ευκρίνεια του αποκωδικοποιητή βίντεο.

Motion Com pensation -  Sca lable Video Coding

Σχήμα 1.2: Προσαρμογή σε ετερογενή συσκευές και υποδομές δικτύων με το πρότυπο ΜΡΕ6-21 ϋΙΑ

1.3 Ποιοτική Κλιμακοθετησιμότητα (Quality Scalability)

Πρακτικά η ιδιότητα η ακολουθία που προκύπτει να είναι 
κλιμακοθετήσιμη στην ποιότητα σημαίνει να έχουμε κλιμακοθετησιμότητα στο ρυθμό 
δυαδικών ψηφίων (bit rate). Σύμφωνα με τις απαιτήσεις του MPEG τα κλιμακοθετήσιμα 
συστήματα κωδικοποίησης πρέπει να παρέχουν μία μεγάλη ποικιλία ρυθμών μετάδοσης 
δυαδικών ψηφίων που αντιστοιχούν στους ρυθμους μετάδοσης που υποστηρίζουν τα 
σημερινά δίκτυα. Ένα πρακτικό παράδειγμα εύρους ρυθμών δυαδικών ψηφίων φαίνεται 
στην Εικόνα 1.1. Πρέπει επίσης να αναφερθεί ότι για συγκεκριμένες εφαρμογές 
αρχειοθέτησης βίντεο, όπως η βιομηχανία ψηφιακού σινεμά, η εξερεύνηση του 
διαστήματος ή κάποιες ιατρικές εφαρμογές, η δυνατότητα για κωδικοποίηση χωρίς 
απώλειες (lossless) πρέπει να υποστηρίζεται.
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Η λειτουργία κλιμακοθετησιμότητας στην παρεχόμενη ποιότητα είναι 
πολύ χρήσιμη όταν η μετάδοση λαμβάνει χώρα σε μη αξιόπιστα δίκτυα, όπου οι 
αλλαγές στο εύρος ζώνης μπορούν να αντιμετωπιστούν αποτελεσματικά αλλάζοντας 
κατά τη μετάδοση (on the-fly) την ποιότητα του μεταδιδόμενου βίντεο. Μία άλλη 
εφαρμογή έχουμε στη διανομή περιεχομένου, όπου ο χρήστης χρεώνεται ανάλογα με 
την ποιότητα που επιθυμεί και έτσι με την κλιμακοθετήσιμη κωδικοποίηση από μία 
ακολουθία μπορούν να προκύψουν τα κατάλληλα επίπεδα ποιότητας που θα μεταδοθούν 
στους αντίστοιχους χρήστες [1],

1.4 Χρονική κλιμακοθετησιμότητα (Temporal Scalability)

Η χρονική κλιμακοθετησιμότητα της ακολουθίας βίντεο ισοδυναμεί με 
τη δυνατότητα κλιμακοθετησιμότητας του ρυθμού πλαισίων (frame rate). Ο ρυθμός 
πλαισίων του βίντεο αντιστοιχεί στον αριθμό των πλαισίων που προβάλλονται στη 
διάρκεια ενός δευτερολέπτου. Έτσι αλλάζοντας το ρυθμό των πλαισίων στην 
πραγματικότητα αλλάζουμε την ποιότητα του βίντεο που αντιλαμβάνεται το ανθρώπινο 
μάτι. Ο πιο συνηθισμένος ρυθμός πλαισίων είναι 30 Hz. Η κλιμακοθετήσιμη 
κωδικοποίηση βίντεο πρέπει να παρέχει τουλάχιστον τέσσερα επίπεδα χρονικής 
κλιμακοθετησιμότητας με ρυθμό αποκωδικοποίησης πλαισίων ως και 60 Hz [1],

Η κύρια εφαρμογή της χρονικής κλιμακοθετησιμότητας είναι η 
παραγωγή και διανομή πολυκαναλικού περιεχομένου, όπου η ίδια ακολουθία βίντεο 
προορίζεται για ένα πλήθος συσκευών που υποστηρίζουν διαφορετικές χρονικές 
αναλύσεις. Για παράδειγμα 7.5 Hz, 15 Ηζ, 30 Ηζ και 60 Ηζ πρέπει να υποστηρίζονται 
ώστε να εξυπηρετηθούν ποικίλοι χρήστες, από συσκευές στούντιο μέχρι βίντεο κατά 
απαίτηση (video-on-demand) σε κινητά τηλέφωνα με μικρές επεξεργαστικές ικανότητες. 
Επιπλέον, η χρονική κλιμακοθετησιμότητα μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να εξομοιώσει 
λειτουργίες fast forward/backward που συναντάμε στις αναλογικές συσκευές, όπως τα 
βίντεο. Τέλος η χρονική κλιμακοθετησιμότητα βρίσκει εφαρμογή σε εφαρμογές 
παρακολούθησης, όπου οι κάμερες καταγράφουν στατικές εικόνες και έτσι βίντεο 
υψηλού χρονικού πλαισίων είναι απαραίτητα μόνο έπειτα από κάποιο συναγερμό.

1.5 Κλιμακοθετησιμότητα στη Πολυπλοκότητα(0)ΐηρΐ6χίΐγ scalability)

Μια άλλη σημαντική λειτουργία είναι η κλιμακοθετησιμότητα στην 
πολυπλοκότητα.Είναι επιθυμητό η πολυπλοκότητα αποκωδικοποίησης να μεταβάλλεται 
ανάλογα με την χρονική και χωρική ανάλυση. Επίσης, ανάλογα με τους διαθέσιμους 
πόρους στην πλατφόρμα κωδικοποίησης θα πρέπει να συμβαίνει κατά τη μετάδοση (οη- 
the-fly) προσαρμογή της ακολουθίας δυαδικών ψηφίων, ώστε να επιλέγεται η 
υποακολουθία που οδηγεί σε μικρής πολυπλοκότητας αποκωδικοποίηση. Η 
πολυπλοκότητα σχετίζεται με αλγοριθμικά χαρακτηριστικά και με την πλατφόρμα 
υλοποίησης, οπότε για να έχουμε αξιόπιστα αποτελέσματα θα πρέπει να 
χρησιμοποιηθούν σωστά μοντέλα πολυπλοκότητας.
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Σημαντικές εφαρμογές της κλιμακοθετησιμότητας στην 
πολυπλοκότητα έχουμε στην περιοχή της ασύρματης βίντεο ροοθήκευσης (video 
streaming) σε κινητές συσκευές, όπως κινητά τηλέφωνα και PDAs. Επιπλέον, ανάλογα 
με την εφαρμογή, μπορεί να είναι απαραίτητο η κωδικοποίηση να πληρεί ορισμένα όρια 
πολυπλοκότητας. Αυτό είναι σημαντικό σε σενάρια όπου οι συσκευές κωδικοποίησης 
διαμοιράζονται στο δίκτυο, όπως στις εφαρμογές παρακολούθησης.
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Κεφάλαιο 2 Σήματα και Αναπαραστάσεις

2.1 Σήματα και πληροφορία

Στην ενότητα αυτή θα κάνουμε μια σύντομη, περισσότερο ποιοτική, 
εισαγωγή σε βασικές έννοιες σημάτων, με σκοπό κυρίως την αυτάρκεια του 
κειμένου της εργασίας.

Τόσο ο φυσικός όσο και ο τεχνητός κόσμος αποτελούνται από συστήματα, τα 
οποία επικοινωνούν μεταξύ τους μέσω σημάτων. Ένα σήμα μπορεί να είναι συνεχούς 
(π.χ. ηλεκτρική τάση) ή διακριτού χρόνου (π.χ. η έξοδος ενός ψηφιακού κυκλώματος) 
και να λαμβάνει συνεχείς ή διακριτές τιμές. Επίσης, μπορεί να είναι μιας διάστασης 
(π.χ. ήχος, τάση ρευματοδότη, καρδιογράφημα), δύο διαστάσεων (π.χ. εικόνα), τριών 
(π.χ. βίντεο) ή και περισσοτέρων.

Εμείς εδώ θα ασχοληθούμε με σήματα μιας διάστασης, καθώς τα 
συμπεράσματα (αλλά και οι μετασχηματισμοί) που προκύπτουν μπορούν εύκολα να 
μεταφερθούν σε περισσότερες διαστάσεις. Θα θεωρήσουμε ότι η μια αυτή διάσταση 
είναι ο χρόνος. Στην πραγματικότητα, αυτό γίνεται για λόγους διευκόλυνσης και 
μόνο, καθώς υπάρχει μια πληθώρα σημάτων με μονοδιάστατο πεδίο ορισμού (π.χ. 
η τάση κατά μήκος ενός αγωγού, μια χρονική στιγμή) που δεν ορίζονται με βάση το 
χρόνο.
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2.2 Αναπαράσταση στο χρόνο και τη συχνότητα

Η πιο συνηθισμένη αναπαράσταση ενός σήματος είναι η αναπαράστασή του 
στο χρόνο, γνωστή και ως αναπαράσταση πλάτους-χρόνου. Αυτή προκύπτει άμεσα από 
τις τιμές του σήματος και μας δίνει μια άμεση πληροφορία για τη χρονική του εξέλιξη.

Σχήμα 2.1 Ένα απλό διακριτό σήμα διακριτού χρόνου, αναπαράσταση στο χρόνο

Ωστόσο, είναι αρκετές οι περιπτώσεις που η κύρια πληροφορία για το 
σύστημα που παράγει το σήμα, ή εν γένει οι κύριες πληροφορίες που μας 
ενδιαφέρουν, δεν προέρχονται από τη μορφή του σήματος στο χρόνο, αλλά από τη 
μορφή του σήματος στο χώρο της συχνότητας.

Ένα πολύ διαδεδομένο εργαλείο που αναπαριστά σχεδόν οποιοδήποτε σήμα 
από το χώρο του χρόνου στο χώρο της συχνότητας είναι ο μετασχηματισμός Fourier 
και οι «συγγενείς» μετασχηματισμοί συνημίτονου (DCT) ή τροποποιημένου 
συνημίτονου (MDCT). Για παράδειγμα, το σήμα του σχ. 1.1 έχει την εξής μορφή στο 
χώρο της συχνότητας:
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Σχήμα 2.2 Αναπαράσταση του σήματος του σχ. 1.1 στο χώρο της συχνότητας (με χρήση ταχύ 
μετασχηματισμού Ροιιπετ-ΡΡΤ)

Παρατηρείστε ότι το σχ. 1.2 μας δείχνει ποιες συχνότητες απαντώνται στο 
αρχικό σήμα, αλλά δε μας δίνει καμία πληροφορία για το που στο σήμα μπορούμε να 
τις βρούμε. Για να κάνουμε τα πράγματα χειρότερα, θα προσθέσουμε ένα ισχυρό 
μοναδιαίο παλμό στο αρχικό μας σήμα:

Σχήμα 2.3 Το αρχικό σήμα συν ένας ισχυρός μοναδιαίος παλμός

Ο παλμός που προστέθηκε στη χρονική στιγμή t=20, προφανώς θα αλλάξει 
αρκετά το φασματικό περιεχόμενο του σήματος, καθώς λόγω της απότομης 
ανόδου/καθόδου που εισάγει, θα προκαλέσει μια σειρά από καινούριες αρμονικές. 
Πράγματι, ο γρήγορος μετασχηματισμός Fourier μας δίνει:
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Σχήμα 2.4 Εφαρμογή FFT στο σχ. 2.3
Αν το σχ. 1.2 έδινε το περιεχόμενο συχνότητας ενός σήματος που παράγεται κατά 

την κανονική λειτουργία ενός μηχανήματος, και το σχ. 1.4 κατά την ανώμαλη 
λειτουργία, συγκρίνοντάς τα βλέπουμε ότι στη δεύτερη περίπτωση υπήρξε κάποιο 
απότομο μεταβατικό φαινόμενο. Δεν μπορούμε όμως να διακρίνουμε πότε αυτό έλαβε 
χώρα. Επίσης, παρατηρούμε ότι παρά την ένταση του παλμού στο σχ. 1.3, οι 
φασματικές συνιστώσεις που αντιστοιχούν σε αυτόν είναι σχετικά μικρές, καθώς η 
ενέργειά του έχει διαμοιραστεί σε όλο το μήκος του σήματος.

Η ικανότητα συσχέτισης ενός φαινομένου με το χρόνο είναι πολύ σημαντική, 
συνεπώς πρέπει να βρεθεί κάποιος τρόπος να είναι δυνατό να γνωρίζουμε ταυτόχρονα 
το περιεχόμενο ενός σήματος στο χώρο της συχνότητας και τη χρονική στιγμή που 
αυτό μεταβάλλεται. Μια λύση στο πρόβλημα έχει δώσει ο μετασχηματισμός fourier 
βραχέως χρόνου: χωρίζουμε το αρχικό σήμα σε μια σειρά από μικρότερα σήματα 
ίσου μήκους, στο κάθε ένα από τα οποία κάνουμε μετασχηματισμό fourier. Το 
μέγεθος καθενός από αυτά τα μικρότερα σήματα λέγεται παράθυρο ανάλυσης.

Ωστόσο, αυτή η τεχνική του διαχωρισμού του αρχικού σήματος σε μικρότερα 
δημιουργεί τεχνητές συνοριακές συνθήκες στα άκρα κάθε ενός από τα παράθυρα 
ανάλυσης και επιπλέον, λόγω του ότι το καθένα από τα δύο στοιχεία εκατέρωθεν του 
συνόρου δέχεται ξεχωριστή επεξεργασία, είναι πολύ πιθανό, αν επιχειρηθεί ανασύνθεση 
του αρχικού σήματος μέσω των αποτελεσμάτων του μετασχηματισμού fourier

Σχήμα 2.5 Αρχική εικόνα (αριστερά) και εμφάνιση συνοριακών ασυνεχειών στα 
άκρα των παραθύρων ανάλυσης (δεξιά) σε υψηλή συμπίεση JPEG

βραχέως χρόνου να δημιουργηθούν τεχνητές ασυνέχειες στα σημεία τομής. Είναι για
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παράδειγμα πολύ γνωστές οι ασυνέχειες που εμφανίζει σε μια εικόνα υπό υψηλή 
συμπίεση ο αλγόριθμος JPEG (ο οποίος χρησιμοποιεί το (διακριτό) μετασχηματισμό 
συνημίτονου σε ομάδες 8x8 pixel, πολύ όμοιο με το μετασχηματισμό fourier).

Το πρόβλημα των τεχνητών συνόρων μπορεί να λυθεί με διάφορους τρόπους, 
για παράδειγμα με επιλογή παραθύρων που αλληλοεπικαλύπτονται και απόρριψη των 
οριακών σημείων κατά την ανασύνθεση. Αυτό το τέχνασμα χρησιμοποιείται από τον 
τροποποιημένο διακριτό μετασχηματισμό συνημίτονου (MDCT-Modified Discrete 
Cosine Transform) που χρησιμοποιούν οι αλγόριθμοι συμπίεσης ήχου MP3, AAC και 
AC3. Ωστόσο, ένα πρόβλημα που παραμένει είναι ότι και πάλι, η επιλογή του 
μεγέθους του παραθύρου αποτελεί έναν συμβιβασμό.

Σχήμα 2.6 Επιλογή παραθύρου για το Μετασχηματισμό Fourier Βραχέως Χρόνου (STFT)

Για παράδειγμα, βλέπουμε στο σχ. 1.5 ότι το μέγεθος του παραθύρου που 
επιλέξαμε είναι αρκετά καλό για τη μεσαία ημιτονική συνάρτηση. Ωστόσο, το 
παράθυρο είναι πολύ μικρό σε μήκος για να μπορούμε να έχουμε πληροφορία για 
μικρότερες συχνότητες (αφού η περίοδός τους ολοκληρώνεται σε πολλά μήκη του) ενώ 
για τις υψηλότερες συχνότητες, εμφανίζεται πάλι το πρόβλημα της αδυναμίας 
εντοπισμού.

Το τελευταίο πρόβλημα είναι επακόλουθο μιας πολύ γενικότερης αρχής που 
ονομάζεται αρχή της αβεβαιότητας. Η αρχή αυτή μας λέει ότι είναι αδύνατο να 
έχουμε ταυτόχρονα πλήρη πληροφορία και στο πεδίο του χρόνου και στο πεδίο της 
συχνότητας. Αν έχουμε όλη την πληροφορία στο πεδίο του χρόνου (σχ. 1.1, 1.3) δεν 
έχουμε καμία πληροφορία για το πεδίο της συχνότητας. Αντίθετα, αν έχουμε ακριβείς 
πληροφορίες για το σύνολο του χώρου της συχνότητας (σχ. 1.2, 1.4) δεν έχουμε 
καμία πληροφορία για το πεδίο του χρόνου. Θα συναντήσουμε την αρχή της 
αβεβαιότητας και παρακάτω όταν θα αναφερθούμε στον εντοπισμό των συναρτήσεων 
βάσης.
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Είδαμε πριν ότι οι κλασσικοί μετασχηματισμοί σημάτων (ίοιιτΐβΓ, 
συνημίτονου) ενώ μας δείχνουν ποιες αρμονικές υπάρχουν σε ένα σήμα, δε μας 
δείχνουν πότε αυτές εμφανίζονται. Επομένως, είναι ακατάλληλοι για σήματα με 
μεγάλες και μη-κανονικές ασυνέχεις (που ωστόσο, παρουσιάζουν μεγάλο πρακτικό 
ενδιαφέρον). Εδώ θα προσπαθήσουμε να εισάγουμε μια εναλλακτική αναπαράσταση 
η οποία είναι κατάλληλη για τέτοια σήματα. Αρχικά, ας ορίσουμε τη διακριτή 
συνάρτηση διακριτού χρόνου (ακολουθία)

2.3 Μια εναλλακτική αναπαράσταση

0,η<0
φ(π)· 1 ,π (πιοί1ιι1ο)8=0

0,αλλού
(1.1)

και βάσει αυτής ας ορίσουμε την οικογένεια συναρτήσεων

φκ(η) = φ (η -  8* λ) (1-2)
Είναι φανερό ότι οι διάφορες ακολουθίες που ορίζονται από την (1.2) είναι γραμμικά 
ανεξάρτητες μεταξύ τους, ενώ μπορούν να αναπαραστήσουν (μέχρι κάποια ανάλυση, 
βέβαια) κάθε διακριτό σήμα ως γραμμικό συνδυασμό τους.
Εια παράδειγμα, το σήμα του σχ. 1.3 μπορεί να προσεγγιστεί από αυτές ως εξής:

10

8
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4

2

0

-2

Σχήμα 1.7 Προσέγγιση της α(η) με την φ(η)
Με βάση το παραπάνω σχήμα, αν α(η) το αρχικό σήμα του σχ. 1.3 μπορούμε να 
γράψουμε ότι

Φ )  * <Ρο Ο ) ~ Ψ\ («) + Ψ2 («) -  <Ρ3 («) = ( ΐ , - ι ,  1,- ΐ ) (1.3)

Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε κυρίως τον τελευταίο συμβολισμό. Ας 
θεωρήσουμε τώρα την φ(2η). Τότε, σύμφωνα με την (1.1) έχω ότι

0 , Λ7 <  0

φ(2η) = < 1,2«(γπο€1 ιιΐο) 8 = 0 <=> «(πκκί ιιΐο) 4 = 0
Ο,αΛΛού (1.4)
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και επίσης, από την (1.2):

(pk(2η) = φ (2 « - 8 * λ )  = φ(2(η - 4  *k)) (1.5)

Όπως πριν, το α(η) μπορεί να αναπαρασταθεί προσεγγιστικά, αλλά με περισσότερες 
λεποτμέρεις ως γραμμικός συνδυασμός των φ2ΐ< (η):

Σχήμα 1.8 Προσέγγιση της 3(η) με την φ(2π) 

Οπότε, ισχύει για την α(η) σε σχέση με την φ(2π):

« ( « ) * (  1,2,-1,-2,1,2,-1,-2)

Συνεχίζοντας παρόμοια, έχουμε για την φ(4η):

Ο,η < 0
φ(4η) -  \ l,4«(mod ulo)8 = 0 <=> «(mod tilo)2 = 0 

0, αλλού

(1.6)

(1.7)

και επίσης, από την (1.2): 

φ Ιί(4η)  - φ { 4  η -  8 * k ) -  φ (4 (η -  2 * k))
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Οπότε, και το α(η) προσεγγίζεται ως εξής:

Και ισχύει για την α(η) σε σχέση με την φ(4π)

α{η) * (1,1,2,1,-1,-1-2-1,1,1,2,1,-1 -1 -2 -1 )  (1.9)

Τέλος, αν προχωρήσουμε στην φ(8η) θα διαπιστώσουμε ότι

ί?(8 η)  =
Ο,η < 0

* 1, 8 λ 7( γ π ο <1 ι//ο)8 =  0 <=> « ( ι τ κ χ Ι  ηΐο) 1 =  0 <=> η  — 0 
Ο, α λ λ ο ύ

(1.10)

και επίσης, από την (1.2):

%(8 η) =φ(8«-8*λ)=φ(8(«-λ)) (1.11)

δηλαδή, κατ’ουσίαν, η φ(8η) είναι ο μοναδιαίος παλμός, και άρα, οι συντελεστές της 
αναπαράστασης του α(η) ως γραμμικού συνδυασμού των φκ(8η) είναι η χρονική 
αναπαράστασή του.

Παρατηρούμε από τα παραπάνω ότι κάθε φορά που διπλασιάζαμε το χρόνο 
στη φ(η) αυτή «λέπταινε» και ήταν σε θέση να αναπαραστήσει περισσότερες 
λεπτομέρειες από το αρχικό σήμα α(η). Δηλαδή, κάθε νέα βάση από φι<(η) είχε 
πρόσβαση σε περισσότερη φασματική πληροφορία και υψηλότερες συχνότητες.

Το ενδιαφέρον θα ήταν να μπορούσαμε να δημιουργήσουμε μια τέτοια βάση 
από ακολουθίες, στην οποία διαφορετικά μέλη να ήταν μονοσήμαντα υπεύθυνα για 
διαφορετικό επίπεδο λεπτομερειών. Αυτό προφανώς δε μπορεί να γίνει αν ενώσουμε 
π.χ. τις ςψ(η) με τις φι<(2η): τα δύο σύνολα δεν είναι γραμμικά ανεξάρτητα και 
συνεπώς δε μπορούμε να ορίσουμε μια βάση με την ένωσή τους. Αυτό, όμως, που 
μπορούμε να κάνουμε είναι να βρούμε μια νέα οικογένεια ακολουθιών, οι οποίες να 
είναι γραμμικά ανεξάρτητες από τις φΐ;(η) και, εάν το σύνολό τους ενωθεί με το 
σύνολο των φι<(η) το σύνολο επέκτασης της ένωσης να ισούται με το σύνολο επέκτασης 
των φ(2η).
Μπορούμε εύκολα να δούμε ότι μια ακολουθία που ικανοποιεί την παραπάνω απαίτηση 
είναι η εξής (βλ. σχ. 1.10):
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(1.12)
Ο, η < Ο
, η(ιηοά ιιΐο )4 = Ο 
-\,(η~4)ηιοάιιΙο4 = 0 
0, αλλού

και κατ’αναλογία με πριν, ορίζουμε ότι: 

ψ = ψ  (η —8*λ) 0·13)

Τότε, μπορούμε εύκολα να δούμε ότι το {ψ/ι(η)}υ{φι<(η)} έχουν το ίδιο
σύνολο επέκτασης με το φ^2η). Για παράδειγμα, το σήμα του σχήματος 1.7 μπορεί 
να γραφεί ως:

α(η) = 1.5φ0 (η)~ 1.5φι (η) + \.5φ2 (η)-1.5φ3(η)-0.5ψ0 (η) + 0.5ι//, ( « ) - 0.5ψ2 («) + 0.5ψ3 [η)
(1·14)

Κατά παρόμοιο τρόπο, μπορούμε να ορίσουμε τα ψ^(2η) για τα ςψ(2η) και τα ψk(4n)
για τα φι (̂4η). Συνεπώς, αφού το α(η) μπορεί να αναπαρασταθεί επακριβώς
από το (φ^8η)}, θα μπορεί να αναπαρασταθεί από το {\]>Ιι(4η)}υ{φΙι(4η)}, αλλά
και το {φι<(4η)} έχει το ίδιο σύνολο επέκτασης με το {ψΙί(2η)}ϋ{φΙί(2η)} κ.ο.κ,
άρα το α(η) μπορεί να αναπαρασταθεί επακριβώς και με μοναδικό τρόπο ως 
γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων της βάσης

{ψ ι< (4η )} υ  {ψι (2η )}u  {ψ Ιί (η )}^  {φι< (η )} (1.15)

Τ
ψ(Τ*;= ο

Κάθε ένα από τα σύνολα που αποτελούν τη βάση στην (1.15) αντιστοιχεί (και μόνο 
αυτό) σε ένα διαφορετικό επίπεδο ανάλυσης, και συνεπώς σε κάποιες υψηλότερες 
συχνότητες. Για παράδειγμα, το a(n) μπορεί να γραφεί ως εξής:

Συντελεστές για τα (pk(n) (σχ. 1.9a): (1.125, -1.375,2,-1.375) (1.16a)

Συντελεστές για τα (η) (σχ. 1.9b): (-0.125, 0.375, 0.75, 0.375) (1.16b)

Συντελεστές για τα i|/k (2η) (σχ. 1.9c): (0,1.25,0, -0.75, -1.75, 1.25,0,-0.75) (1.16c)

Συντελεστές για τα \|/k (4η) (σχ. 1.9d): (0, 0 , -0.5, 1, 0, 0, 0.5, 0, 0, -3.5, - 0.5, 1, 0, 0,
0.5,0) (1.16d)



(b )

• Τ Τ Τ Ι Τ Τ Τ ........................... I T T !

T I X X J ]

5 10 15 2
(d)

25 30 

O
j y  tj) tji y  tj) y

I

5 10 15 2

¿ d d d d d d

Σχήμα 1.10 Διαδοχικές προσεγγίσεις του a(n) με συνεισφορές από τα i|/k(2mn)

Μια άμεση παρατήρηση είναι ότι λόγω όλων των προηγουμένων, τα 
διανύσματα στις (1.16) περιέχουν πληροφορίες για το περιεχόμενο συχνότητας του μ(η) 
ως το συγκεκριμένο επίπεδο λεπτομερειών: για παράδειγμα, στην (1.1 6ά) μας δίνονται 
οι «θεμελιώδεις» ταλαντώσεις του σήματος, και ταυτόχρονα στην (1.16(1) βλέπουμε 
ότι κάπου ανάμεσα στις χρονικές στιγμές 19 και 20 υπήρξε μια ισχυρή υψίσυχνη 
συνιστώσα.

Σχήμα 1.11 Το ψ(η) στο χρόνο και στη συχνότητα (με χρήση FFT)

Επίσης, ο συνολικός αριθμός των συντελεστών των (1.16) είναι 32, δηλαδή, 
όσο και ο αριθμός των δειγμάτων του σήματος, ή των δειγμάτων στο χώρο της 
συχνότητας στην αναπαράσταση που μας δίνει ο μετασχηματισμός fourier. Έχουμε, 
δηλαδή, μια συμπαγή αναπαράσταση του σήματος στην οποία έχουμε πληροφορία 
και για



το φασματικό του περιεχόμενο και για τις χρονικές στιγμές στις οποίες αυτό 
μεταβάλλεται. Επιτύχαμε, λοιπόν, μια αναπαράσταση χρόνου-συχνότητας.

Παρατηρήστε στο σχ. 1.10 ότι το φάσμα του ψ(ί) δεν είναι συγκεντρωμένο 
σε δύο σημεία, όπως του ημιτόνου, αλλά παρουσιάζει μεγαλύτερη διασπορά. Έτσι, η 
αναπαράσταση χρόνου-συχνότητας που πετύχαμε παρουσιάζει αβεβαιότητα στη 
συχνότητα (δηλαδή, δεν είναι δυνατό να αντιστοιχίσουμε π.χ. τους συντελεστές της 
(1.16ά) σε μια συγκεκριμένη συχνότητα, όπως κάνει ο μετασχηματισμός ίουτίετ) 
αλλά και στο χρόνο (π.χ. στο 1.16ά δεν μπορούμε να κρίνουμε αν η υψίσυχνη 
συνιστώσα παρουσιάζεται για η=19 ή για π=20). Αυτό δεν είναι παρά φυσική 
συνέπεια της αρχής της απροσδιοριστίας που αναφέραμε πριν. Ωστόσο, αυτή η 
αβεβαιότητα είναι πολύ μικρή για τη συγκεκριμένη εφαρμογή, και δε μας απασχολεί
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2.4 Ανάλυση

Είδαμε πριν πως μια αναπαράσταση του σήματος χρησιμοποιώντας ως 
ακολουθίες βάσης μια συγκεκριμένη ακολουθία και τις χρονικές της συμπιέσεις 
μπορεί και αποδίδει σωστά και με σαφήνεια τα χαρακτηριστικά σημάτων με 
απότομες μεταβολές ενώ παράλληλα δίδει και πληροφορία ταυτόχρονα στα πεδία 
χρόνου και συχνότητας, δύο ρόλοι στους οποίους ο μετασχηματισμός fourier 
αποτυχάνει να ανταποκριθεί σωστά. Ο λόγος για τον οποίον αυτό συμβαίνει έχει να 
κάνει (και μόνο) με τις συναρτήσεις-ακολουθίες βάσης που χρησιμοποιεί ο κάθε 
μετασχη ματισμός:

Ο μετασχηματισμός fourier και οι «συγγενικοί» σε αυτόν μετασχηματισμοί 
(συνημίτονου, διακριτοί κλπ) χρησιμοποεί ως συναρτήσεις βάσης τις τριγωνομετρικές 
συναρτήσεις. Οι συναρτήσεις αυτές είναι εντοπισμένες στη συχνότητα (δηλαδή είναι 
παντού μηδέν εκτός από ένα φραγμένο διάστημα) αλλά δεν είναι εντοπισμένες στο 
χρόνο. Έτσι, αν αναλύσουμε ένα σήμα με βάση αυτές παίρνουμε ακριβή πληροφορία 
στη συχνότητα και καθόλου πληροφορία στο χρόνο

Από την άλλη, ο μετασχηματισμός που κάναμε στο a(n) πριν έχει ως 
ακολουθίες βάσης την φ(η) και τις ψι<(η) οι οποίες είναι εντοπισμένες στο χρόνο αλλά 
δεν είναι εντοπισμένες στη συχνότητα. Ωστόσο, σε αντίθεση με το ημίτονο που έχει 
την ίδια ενέργεια σε κάθε χρονική στιγμή, οι i|/k(n) έχουν την περισσότερη ενέργειά τους 
συγκεντρωμένη σε λίγες αρμονικές (βλ. 1.10). Έτσι, μπορούν να μας δώσουν 
προσεγγιστική πληροφορία και στο χρόνο και στη συχνότητα

Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις (ημίτονα, συνημίτονα) είναι συναρτήσεις 
των οποίων οι τιμές «ταλαντώνονται» επ’άπειρον και έχουν άπειρη ενέργεια. Είναι 
λοιπόν, κύματα. Από την άλλη, οι i|/k(n) είναι ακολουθίες που αν και ταλαντώνονται 
οι τιμές τους, είναι εντοπισμένες χρονικά και έχουν πεπερασμένη ενέργεια. Συνεπώς, 
θα μπορούσαμε να τις ονομάσουμε κυματίδια ή wavelets. Στην πραγματικότητα, οι 
ακολουθίες ψ(η) και φ(π) που παρουσιάσαμε πριν είναι οι «διακριτοποιημένες» εκδοχές 
της πρώτης συνάρτησης wavelet και της πρώτης συνάρτησης κλίμακας που 
ανακαλύφθηκαν ποτέ και σήμερα γνωστές με το όνομα “Haar Wavelet”. 
Περισσότερα γι’αυτές τις έννοιες, στην επόμενη ενότητα.
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Κεφάλαιο 3 Εισαγωγή στα Wavelets

3.1 Σύντομη επισκόπηση βασικών εννοιών

Είδαμε πριν πως η αναπαράσταση ενός σήματος χρησιμοποιώντας κάποιες 
(μάλλον αυθαίρετες) συναρτήσεις βάσης οι οποίες είναι σχεδιασμένες έτσι ώστε η κάθε 
μια οικογένεια από αυτές να αντιστοιχεί σε συγκεκριμένο επίπεδο ανάλυσης/
λεπτομέρειας, άρα και σε κάποιες συγκεκριμένες συχνότητες, μας δίνει πολύ 
καλύτερες πληροφορίες για ένα μη-περιοδικό σήμα με απότομες μεταβολές απ’ότι ο 
μετασχηματισμός Fourier. Είμαστε σε θέση πλέον, έχοντας ως πρακτικό παράδειγμα 
την ανάλυση της προηγούμενης ενότητας, να προχωρήσουμε στους ορισμούς των 
εννοιών που αφορούν τα wavelets.

Τα wavelets είναι ένας μάλλον καινούριος (οι σημαντικές ανακαλύψεις έγιναν 
μετά το 1985) και ραγδαία αναπτυσσόμενος κλάδος των μαθηματικών και της 
επεξεργασίας σήματος. Αυτό αποτελεί εν μέρει ένα μειονέκτημα καθώς πολλά βιβλία 
που θεωρούνταν κάποτε «κλασσικά» σήμερα στερούνται των τελευταίων εξελίξεων 
με πολύ σημαντικές εφαρμογές ή είναι γραμμένα σε γλώσσα για μαθηματικούς και 
όχι για μηχανικούς! Εμείς εδώ θα κάνουμε μια αρκετά χαλαρή μαθηματικά και 
«πρακτική» εισαγωγή σε όσες βασικές έννοιες χρειάζονται για την κατανόηση αυτών 
που θα ακολουθήσουν. Στη βιβλιογραφία παραθέτουμε πλήθος συγγραμμάτων για τον 
ενδιαφερόμενο αναγνώστη. Ενδεικτικά, το [Α2] αποτελεί μάλλον την καλύτερη 
πρακτική εισαγωγή στο αντικείμενο, προσφέροντας καλή ενημέρωση πάνω σε 
καινούριες σχετικά εξελίξεις όπως τα διορθογώνια wavelets. To [Α6] έχει το 
πλεονέκτημα της αυστηρής μαθηματικής θεμελίωσης που δεν χρειάζεται βαρύ 
μαθηματικό υπόβαθρο για να γίνει κατανοητό, όπως το [Α7], το οποίο όμως είναι ένα 
αδιαμφισβήτητα κλασσικό σύγγραμμα από την πρωτοπόρο του κλάδου. Ωστόσο, το 
[Α6] παρουσιάζει πολύ στοιχειώδεις έννοιες, με αποτέλεσμα να μην είναι επαρκές για 
την κατανόηση σύγχρονων εφαρμογών. Τέλος, το [Α4] θεωρείται από πολλούς ως το 
καλύτερο και πιο περιεκτικό βιβλίο για τα wavelets και τις εφαρμογές τους, ωστόσο 
απαιτεί κάποιο παραπάνω μαθηματικό υπόβαθρο.

Ας θεωρήσουμε όλες τις (γενικευμένες) πραγματικές συναρτήσεις που 
ανήκουν στον απειροδιάστατο διανυσματικό χώρο λ2(AH) , δηλαδή, αν f(t) μια από 
αυτές, ισχύει πάντοτε

. / ί  | / ( Ο  |2 < οο
V -  (1.17)

Η συνθήκη αυτή σημαίνει πρακτικά ότι η αν η ί(ί) αναπαριστά ένα σήμα, το σήμα αυτό 
έχει πεπερασμένη ενέργεια. Αυτό ισχύει για όλα σχεδόν τα σήματα που συναντώνται, 
και απαιτείται και από άλλα είδη μετασχηματισμών.

Ας θεωρήσουμε, λοιπόν, αυθαίρετα, μια κατάλληλη συνάρτηση φ(ί) που να 
ανήκει στο 1? (${) έτσι ώστε όλες οι συναρτήσεις που ορίζονται ως

%  Μ  =<P(t-k) (1.18)

όπου 1ι ακέραιος να είναι γραμμικά ανεξάρτητες πολύ από τα πλαίσια αυτής.
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Το υποσύνολο του το 
ορίζουμε ως

Z,2(TR) που αποτελεί το σύνολο επέκτασης των {cpk(t)}

Κ=ΞραΙ(η{φ,{ί)} (1.19)
για όλους τους ακεραίους 1< από το μειον ως το συν άπειρο. Η μπάρα από πάνω 
δείχνει ότι πρόκειται για κλειστό σύνολο. Είναι φανερό ότι το νο δε θα είναι ποτέ 

κενό. Ας θεωρήσουμε μια / ( ί ) ε  νο. Τότε, αυτή θα μπορεί να γραφεί πάντοτε ως:

ί ( ή = Σ α*<Ρ*(0 (1.20)
k

Μια ακόμα προϋπόθεση για την επιλογή της φ(ί) είναι να είναι τέτοια ώστε 
αυξάνοντας τη χρονική ακρίβεια της αρχικής συνάρτησης, το σύνολο επέκτασης των 
φΤηιί) που προκύπτουν να είναι γνήσιο υπερσύνολο του νο· Έτσι, ορίζουμε μια 
οικογένεια από φ(ΐ) με δύο παραμέτρους, τη χρονική μετατόπιση και τη χρονική 
συμπίεση. Ένας συχνά χρησιμοποιούμενος σύμβαση και συμβολισμός για μια τέτοια 
οικογένεια είναι ο

<pJ i ( t)= 2 'a <p(21t - k )
(1.21)

από τις οποίες, ο διανυσματικός χώρος που καλύπτει η κάθε ομάδα φ^ί) είναι ο

Vj = Spank {φ(* V t)} = Spank {(pJk(t)} (1.22)

για όλους τους ακεραίους k. Αυτό σημαίνει ότι αν η f ( t ) e V ,  τότε μπορεί να γραφτεί 
f(t) = Y jak(pk(2Ji+ k )

k

Λόγω των προηγουμένων, έχουμε ότι ισχύει για τα υποσύνολα Vj του 
προκύπτουν από κάθε {ipj(t)}:

...c  V_, (zV0czVl c F 2c  ...c  L2

ή, εναλλακτικά,

Vj<z Vj+1, μεν_α={0  }και¥„ = 1
(1.24b)

Μια φ(ί) που ικανοποιεί τις συνθήκες (1.20)...(1.24) ονομάζεται συνάρτηση 
κλίμακας (scaling function). Μια «συνάρτηση» (ακολουθία) κλίμακας υπό τον ορισμό 
αυτό ήταν και η cp(t) που θέσαμε στην (1.1), αφού είδαμε πως οι επόμενες χρονικές 
συμπιέσεις της μπορούσαν να αναπαραστήσουν σήματα με περισσότερες λεπτομέρειες. 
Φυσικά, όπως και στο παράδειγμά μας πριν, ενώ οι cp(t) που ορίζονται από την (1.21) 
και έχουν το ίδιο j και διαφορετικά k είναι γραμμικά ανεξάρτητες, αυτές που έχουν 
διαφορετικά j δεν είναι κατ’ανάγκη (και ούτε θα πρέπει να είναι, όλες, για να 
ικανοποιείται η (1.24a)) γραμμικά ανεξάρτητες.

Ας θεωρήσουμε τώρα μια κατάλληλη φ(ί) με σύνολο επέκτασης το Vo. Τότε, 
προφανώς, η φ(ΐ) περιέχεται στο Vo αλλά και (λόγω της (1.24a) ) σε κάθε άλλο

(1.23) 
L2(W)  που

(1.24a)
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υπερσύνολό του, π.χ. το V], Συνεπώς, θα μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός 
των στοιχείων της βάσης του VI, δηλαδή, τα φ^2ΐ) ως εξής:

φ(ί)  = ΣΗ(η)\[2φ(2ί-η), όπου η ακέραιος

(1.25)
Το h(n) είναι μια ακολουθία (πραγματικών) συντελεστών που ονομάζονται 
συντελεστές της συνάρτησης κλίμακας (scaling function coefficients), φίλτρο 
κλίμακας (scaling fïlter) ή διάνυσμα κλίμακας (scaling vector). Η τετραγωνική ρίζα 
του 2 υπάρχει στο γινόμενο ως επακόλουθο της (1.23) για να είναι κανονικοποιημένα 
τα h(n). Για παράδειγμα, στο παράδειγμά μας στην ενότητα Β, από τις (1.1), 
(1.4),(1.7), (1.10) μπορούμε εύκολα να δούμε ότι h(n)=(2'', 2'1).

Παρόμοια με την ενότητα Β, η επιθυμία μας να έχουμε μια ενιαία βάση για το 
L2 (${.) της οποίας μερικά μέλη να ευθύνονται αποκλειστικά για κάποιο επίπεδο 
λεπτομερειών μας οδηγεί να ορίσουμε κάποιες νέες συναρτήσεις ψ(η), το σύνολο 
επέκτασης των οποίων θα είναι η διαφορά μεταξύ των διαδοχικών Vj και θα 
διέπονται από αρχές παραπλήσιες της (1.21 )

Δηλαδή, αν ψ(ί) μια κατάλληλη τέτοια συνάρτηση που αντιστοιχεί στην φ(ί) 
που αναλύσαμε στις (1.20)-(1.24), τότε, θα πρέπει να μπορώ να ορίσω τις:

¥ j t (t) = 2jn¥ (2Jt - k ) (1.26)

τέτοιες ώστε, κάθε υποσύνολο από αυτές ψ, να έχει ως σύνολο επέκτασης το:
Span,{ψΜ (t )}=WJ= VJ+l -  VJ (1 -27a)

ή, εναλλακτικά,

Spank { {ψ] k(0} U {φ ; * (ί)} } = V ,+1 (1.27

Η (1.27) σημαίνει, αναδρομικά, ότι θα πρέπει όχι μόνο τα ψ^(0 με το ίδιο j  να είναι 
γραμμικά ανεξάρτητα μεταξύ τους, αλλά όλα τα y/j,k(t) να είναι γραμμικά ανεξάρτητα 
(πάλι, δε χρειάζεται τόση αυστηρότητα αλλά αυτό είναι πέραν των σκοπών αυτής της 
εργασίας). Οι συναρτήσεις y/j,k(t) ονομάζονται συναρτήσεις κυματιδίου ή συναρτήσεις 
wavelet. Για παράδειγμα, η ψ(η) που ορίσαμε στην (1.12) αποτελεί μια ακολουθία 
wavelet. Το όνομα “wavelet” («κυματίδιο», αν και εμείς εδώ θα επιμείνουμε στον 
αγγλικό όρο) προέρχεται από την μορφή μικρού, εντοπισμένου στο χρόνο κύματος 
(δηλαδή, λαμβάνουν τιμές και πάνω και κάτω από το μηδέν) που έχουν οι 
περισσότερες από αυτές.

Από τη στιγμή που τα {\|/j} είναι βάση για το F +1, τότε ανήκουν σε αυτό. 
Αυτό σημαίνει, μπορούν να γραφούν ως γραμμικός συνδυασμός της βάσης του 
όπως πριν, ότι {(pj+i), οπότε, κατ’αναλογία με την (1.25) ισχύει για το ψ(ΐ)

* ( 0 - Σ *  (*)>/2φ(2/ -  μ), όπου η ακέραιος (1.28)
Εδώ, το "hi(η) είναι πάλι μια ακολουθία πραγματικών συντελεστών που ονομάζονται 
συντελεστές της συνάρτησης wavelet (wavelet function coefficients), φίλτρο wavelet 
(wavelet filter) ή διάνυσμα κλίμακας (wavelet vector).
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Συνοψίζοντας, από τις (1.24) και (1.27) αν επιλέξουμε μια τυχαίας ακρίβειας 
συνάρτηση κλίμακας φ(ΐ) και ορίσουμε την κατάλληλη γι’αυτή συνάρτηση wavelet 
ψ(ί), τότε, σύμφωνα με τα παραπάνω, κάθε πραγματικό σήμα που ανήκει στο 

L2( 91) μπορεί να γραφεί ως

sW = Σ cjo (k) *% W ■+Σ Σ d j (k) W
£=-oo j =0 £=-oo

(1.29)
Η ανάλυση ενός σήματος στα Cjo(k) και dj(k) σύμφωνα με κάποια δεδομένα 

φ(ί) και ψ(ί) λέγεται διακριτός μετασχηματισμός wavelet (discrete wavelet
transform) του σήματος αυτού, και, όπως είδαμε στην ενότητα Β, τα dj(k) μπορεί να 
έχουν αξία ανάλογη των συντελεστών που επιστέφει ο μετασχηματισμός fourier. Τα 
Cjo(k) (και εν γένει, οι συντελεστές της συνάρτησης κλίμακας) θα ονομάζονται από 
εδω και εμπρός σήμα προσέγγισης, ή συντελεστές προσέγγισης, και τα dj(k) (για ένα 
συγκεκριμένο)) σήμα λεπτομερειών, ή συντελεστές wavelet.

Ουσιαστικά, έχουμε ορίσει όλες σχεδόν τις παραμέτρους που απαιτούνται για 
την επιλογή των συναρτήσεων ψ(ί), φ(ί) (υπάρχουν και μερικές άλλες απαιτήσεις, 
μαθηματικής φύσεως που δε μας αφορούν εδώ). Πράγματι, σε αντίθεση με τους 
μετασχηματισμούς fourier, συνημίτονου, czt κλπ. οι υποψήφιες συναρτήσεις 
κλίμακας και wavelet για το διακριτό μετασχηματισμό wavelet είναι άπειρες. 
Ωστόσο, υπάρχουν διάφορα κριτήρια που ευνοούν κάποιες συναρτήσεις έναντι 
κάποιων άλλων. Πριν αναφερθούμε όμως στα κριτήρια αυτά, θα προσπαθήσουμε να 
εξάγουμε τα Cjo(k), dj(k) από την (1.29).

Μέχρι τώρα, το μόνο κριτήριο που θέσαμε για τη σχέση μεταξύ των ipk(t), \|/j,k- 
(t) είναι να είναι γραμμικά ανεξάρτητα μεταξύ τους έτσι ώστε να μπορούν να 
αποτελούν μια βάση. Ένας τρόπος να εξάγουμε τα Cjo(k), dj(k) από την (1.29) θα ήταν 
να απαιτούσαμε τα cpk(t), \|/j,k(t) να είναι εκτός από γραμικά ανεξάρτητα να είναι και 
ορθογώνια μεταξύ τους, δηλαδή, να ισχύει πάντοτε:

J Ψί.^)Ψ,Λι)=δ
-  (1.30)
και παρόμοια και για τα φ^ί). Σημείωση: στην ουσία η 1.30 απαιτεί οι συναρτήσεις να 
είναι ορθοκανονικές και όχι απλά ορθογώνιες, ωστόσο, σε περίπτωση που είναι 
ορθογώνιες και όχι ορθοκανονικές, μπορούμε να τις μετατρέψουμε σε 
ορθοκανονικές με κατάλληλους συντελεστές)
Στην περίπτωση που οι συναρτήσεις είναι ορθογώνιες, τότε οι συντελεστές 
μπορούν να ληφθούν από τις σχέσεις:

<τ ο ( £ ) =  \g(t)(pk'{t)dt
-00
00

dj (£) = ¡ g ( t )*V/J,k '(t)dt

(1.31a)

(1.31b)
Ωστόσο, υπάρχουν περιπτώσεις που οι συναρτήσεις κλίμακας και wavelet δε 

θέλουμε να είναι ορθογώνιες ή δεν πρέπει να είναι ορθογώνιες: στην πράξη οι 
ορθογώνιες συναρτήσεις έχουν μια σειρά από περιορισμούς που τις κάνουν μη 
επιθυμητές για τις περισσότερες εφαρμογές.
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Τότε, μπορούμε να απαιτήσουμε τα φκ(ί), ψ^(ί) να είναι διορθογώνια.
Τι σημαίνει διορθογώνια; Θα δώσουμε ένα γεωμετρικό ανάλογο. Στο σχ. 

3.1(α), τα διανύσματα ί κ α ι) είναι ορθογώνια. Αυτό σημαίνει ότι αν εκφράσουμε 
οποιοδήποτε διάνυσμα του επιπέδου ως γραμμικό συνδυασμό των ί, ) τότε ο 
πολλαπλασιασμός του (εσωτερικό γινόμενο) με π.χ. το ί θα μας δώσει τον συντελεστή 
του ί στο διάνυσμα αυτό.

Σχήμα 3.1 Γεωμετρικό ανάλογο μιας ορθογώνιας ώ) και μιας διορθογώνιας (ί>) βάσης

Στο σχ. 3.1b αυτό δε μπορεί να γίνει με τα i,j, καθώς το εσωτερικό τους 
γινόμενο είναι διαφορετικό του μηδενός. Ωστόσο, μπορούμε να ορίσουμε δυο νέα 
διανύσματα, τα k και 1, τα οποία είναι ορθογώνια ως προς το j και το i αντίστοιχα. 
Έτσι, αν έχουμε εκφράσει ένα οποιοδήποτε διάνυσμα του επιπέδου ως γραμμικό 
συνδυασμό των i, j τότε, το εσωτερικό γινόμενό του π.χ. με το k θα μας δώσει το 
συντελεστή του j. Έτσι, τα (i,j) σχηματίζουν μαζί με τα δυαδικά τους (k, 1) μια 
διορθογώνια βάση στο επίπεδο.

Ας επιστέψουμε, τώρα, στο διακριτό μετασχηματισμό wavelet. Αν λοιπόν 
απαιτήσουμε τα cpk(t), \|/j,k(t) να είναι διορθογώνια, τότε θα πρέπει να είμαστε σε θέση 
να ορίσουμε και τα δυαδικά τους ςψ'(ί), ψ^Έ), παρόμοια με το γεωμετρικό ανάλογο, 
έτσι ώστε, π.χ. για τα ψ^(ΐ) να ισχύει

yj.icOWi.miO^ij-l.m-k) (1.32)

Από τη στιγμή που τα ςψ'(ί), ψ^'(ί) είναι δυαδικά των ςψ(ί) και ψ^(ΐ), 
μπορούν και αυτά να αποτελόσουν βάσεις των αντίστοιχων υποσυνόλων του Ι^ (^ )  
και επιπλέον γι’αυτά θα ισχύουν (αντίστοιχα) οι (1.21) και (1.26). Από το γεγονός ότι 
αποτελούν (και αυτά) βάση για τους αντίστοιχους διανυσματικούς υποχώρους, 
σημαίνει ότι θα πρέπει να ορίζονται τα 1Τ(ΐ), 1η '(ί) έτσι ώστε και εδώ έχουμε:

<Τ(ί) = ̂ Ρ ( η ) ^ ' ( 2 ί - η) (1.33)
η

και \\>'(t) = '^jhi'(n) ^ ' ( 2 ί~η )  (1.34)
η

όπου η ακέραιος

Τότε τα σήματα προσέγγισης και λεπτομερειών θα μπορούν να υπολογιστούν:
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c j o ( k )  = (1.35a)g(t$k'(t)dt
I

και dj(k) =
f
g(t)*y]k'(t)dt (1.35b)

Οι διορθογώνιες συναρτήσεις κλίμακας και wavelet (που συχνά θα 
αποκαλούμε συλλογικά ως «διορθογώνια wavelets») έχουν πολύ περισσότερους 
βαθμούς ελευθερίας και συνεπώς πολύ μεγαλύτερη ευελιξία από τα ορθογώνια. 
Πράγματι, οι περισσότεροι μετασχηματισμοί wavelet που συμβαίνουν στην πράξη 
έχουν να κάνουν με διορθογώνια wavelets.

Ωστόσο, ούτε οι (1.31), ούτε οι (1.33) μας δίνουν κάποιον αποδοτικό και 
αποτελεσματικό τρόπο να υπολογίσουμε τα σήματα προσέγγισης και λεπτομερειών. 
Ένα ολοκλήρωμα είναι δύσκολο να υπολογιστεί γρήγορα με κάποιον αλγόριθμο και 
επιπλέον, πριν προχωρήσουμε στην ολοκλήρωση θα πρέπει αν ξέρουμε ποια σήματα 
ακριβώς θέλουμε, καθώς και τα Cjo(k) και τα dj(k) είναι θεωρητικά άπειρα. Επιπλέον, οι 
(1.31), (1.33) αφορούν μόνο πραγματικά σήματα, και όχι σήματα ψηφιακά που έχουν 
προέλθει από δειγματοληψία, όπως αυτά που υπάρχουν μέσα σε ψηφιακά κυκλώματα. 
Έτσι, θα πρέπει κανονικά όλη η παραπάνω θεωρία να αναδιατυπωθεί για σήματα 
διακριτού χρόνου, κατά τρόπο ανάλογο με την εξαγωγή του μετασχηματισμού Fourier 
διακριτού χρόνου από το μετασχηματισμό Fourier.

Ευτυχώς, κάτι τέτοιο δε χρειάζεται να γίνει. Όπως θα δείξουμε στην αμέσως 
επόμενη υποενότητα, τα σήματα προσέγγισης και λεπτομερειών μπορούν να 
υπολογιστούν πολύ πιο εύκολα και αποδοτικά από μια διάταξη που λέγεται συστοιχία 
φίλτρων. Στην πραγματικότητα, στον υπολογισμό ενός μετασχηματισμού wavelet, δε 
χρειάζεται καν να γνωρίζουμε την ακριβή μορφή της συνάρτησης wavelet και της 
συνάρτησης κλιμάκωσης που σχετίζονται με αυτόν.

3.2 Wavelets και Συστοιχίες Φίλτρων

Θα δείξουμε εδώ συνοπτικά πως ο μετασχηματισμός wavelet μπορεί να
πραγματοποιηθεί όχι από (1.31), (1.35) αλλά από μια πολύ πιο απλή διάταξη που
ονομάζεται συστοιχία φίλτρων (filter bank). Η «απόδειξη» που θα κάνουμε αφορά 
κυρίως ορθογώνιες συναρτήσεις κλίμακας και wavelet, αλλά είναι πολύ παρόμοια για 
την περίπτωση των διορθογωνίων συναρτήσεων βάσης.
Ας θεωρήσουμε μια ορθογώνια βάση από {(pk, i|/j,k}, όπου η cpk έχει επιλεγεί
αυθαίρετα έτσι ώστε να μπορεί να αναπαριστά σήματα μέχρι ένα επίπεδο
λεπτομερειών. Τότε, επεκτείνοντας την (1.25) μπορούμε να γράψουμε:

= ^ ( 2 ( 2 Jt - k ) - n )  = Y j h(n) j2q(2jHt - 2 k -η)  (1.36)
η  η

Αν στην (1.36) αντικαταστήσουμε το 2k+n με m, παίρνουμε:

<y(2Jt - k )  = ^ h ( m - 2 k )  ^ ( 2 jnt - m )  (1.37)
m

Ας θεωρήσουμε τώρα, έναν από τους υποχώρους V) που ορίσαμε στην (1.22), δηλαδή 
Vj = Spank {(pj k (/)} = Spank {φ{2' t -  k)} (1.38)
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Τότε, αν μια f(t) ανήκει στο Vj+) θα μπορεί να γραφεί, σύμφωνα με την (1.23) και 
χρησιμοποιώντας ορολογία της (1.29) ως

f ( t )  = £ ci.i<k ) ' / 2W 1> = S c (k)2 li,,>' !lK2i*lt - k )  (1.39)
k k

Αν ωστόσο θέλουμε να εκφράσουμε την f(t) ως προς τις (|>j,k(t) θα πρέπει αναγκαστικά 
να χρησιμοποιήσουμε και τις συναρτήσεις wavelet \|/j,k(t), οπότε, από την (1.29), θα 
έχουμε:

f ( t )  = S cj(k)V2pi.l ( t ) * I d i(k ) til i ( t)
k k

(1.40)

Επειδή τα (φ^ΐ)}, {ψ^(ί)} είναι ορθογώνια, τότε, από την (1.40) θα μπορούμε να 
λάβουμε το σήμα λεπτομερειών ο ΐ̂ζ) από το ολοκλήρωμα

C j ( k )  - f ( O t f ( t ) 2 j/2y(2Jt~k)dt (1.41)

Από την (1.37) ισχύει όμως ϋ)(2]ί - k)  = ^ Η ( η ι -2k) - ^ ( ^ ί  ~ηι) ,  άρα,
/Μ

αντικαθιστώντας στην (1.41) παίρνουμε:

cj ( k )= J f ( t ) 2 j/2(p(2jt - k )dt =

' f ( t ) 2 j/20Y h ( m- 2 k)2l/29(2j+1t-m)Dcft = 
- I  D m  D

= £ h ( m - 2 k ) [  f ( t  )2( jtl)/2(p(2j+1t -m)dt

(1.42)

αλλά από την (1.41) έχουμε ότι

f ( t ) 2 (J*l)/2 Φ λ 2 t~m)dt= cjH(m) (1.43)
- x

άρα, η (1.42) μετατρέπεται στην:

cj ( k )  = YJh(m-2k)cJJ m )  (1.44a)

Η (1.44) μας δείχνει τον τρόπο να λάβουμε το σήμα προσέγγισης ενός 
μετασχηματισμού wavelet από το σήμα προσέγγισης της αμέσως μεγαλύτερης
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ακρίβειας μέσω ενός απλού γραμμικού φίλτρου με υποδειγματοληψία ανά δύο στην 
έξοδο. Παρόμοια, για το σήμα λεπτομερειών (συντελεστές wavelet) ισχύει

dj (k)  = Σ ν  m ~2 k)cjH( m)
m

(1.44b)

Ενώ με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι αν τα {cpk(n)}, {ψ^(η)} διορθογώνια, οι 
(1.44) έχουν τη μορφή:

cj (k)  = Yj h' (m-2k)cj,x(m) (1.45a)

dJ(k)  = J j hl' (m-2k)cJtl(m)
m

(1.45b)

Η σημασία των σχέσεων (1.44) και (1.45) είναι θεμελιώδης, αφού μας επιτρέπει να 
εκτελέσουμε το μετασχηματισμό wavelet ενός σήματος με τη χρήση ενός ζεύγους 
φίλτρων (εξ’ ου και ο όρος filter bank) χωρίς να χρειάζεται καν να ξέρουμε τη μορφή 
των συναρτήσεων wavelet και κλίμακας που ορίζουν το μετασχηματισμό. Υπάρχει ένα

Cj+i(n)

Σχήμα 3.2 Υπολογισμός των σημάτων προσέγγισης και λεπτομερειών μέσω μιας συστοιχίας φίλτρων

πρόβλημα, ωστόσο. Πως θα υπολογίσουμε τα ομι για κάποιο); Και επιπλέον, αφού τα 
) είναι άπειρα για ένα σήμα για το οποίο δε γνωρίζουμε σε ποιο υποσύνολο \ή του 
λ2 (91) ανήκει, δε θα πρέπει αυτό να γίνεται συνέχεια; Η απάντηση είναι όχι, και μας 
δίνει τη λαβή για την εφαρμογή των παραπάνω στα σήματα διακριτού χρόνου. 
Έχουμε ότι

C j ( k )  = f ( t j y /k( t ) d t . Αν η φ(ί) είναι σωστά επιλεγμένη (κάτι που ισχύει για όλες

τις συναρτήσεις κλίμακας που χρησιμοποιούνται στην πράξη), τότε για μεγάλα j η 
(Pj,k(t) δρα σαν τη συνάρτηση dirac, η οποία είναι γνωστή και ως συνάρτηση 
δειγματοληψίας (ως ανάλογο παράδειγμα, στην (3.1) η φ(η) τελικά έγινε ο 
μοναδιαίος παλμός). Συνεπώς, με σεβασμό του θεωρήματος δειγματοληψίας του 
Shannon (και σε περίπτωση μη ικανοποίησής του, φιλτράρισμα του αρχικού 
αναλογικού σήματος έτσι ώστε να το ικανοποιεί), τα Cj+i(n) είναι τα διακριτού χρόνου 
δείγματα του αρχικού σήματος.
Έτσι, μπορούμε άμεσα να εφαρμόσουμε τη διάταξη του σχ. 3.1 στην έξοδο ενός 
μετατροπέα αναλογικού-σε-ψηφιακό (ADC converter) και έτσι να λάβουμε τα σήματα 
προσέγγισης και λεπτομερειών του 1ου επιπέδου. Στη συνέχεια, αν θέλουμε, 
μπορούμε να περάσουμε και το σήμα Cj(2n) από μια ίδια διάταξη έτσι ώστε να 
λάβουμε τα σήματα προσέγγισης και λεπτομερειών για τα επόμενα επίπεδα 
(χαμηλότερες συχνότητες) και ούτω καθ’ εξής.
Η διάταξη αυτή είναι γνωστή και ως Αλγόριθμος Πυραμίδας (Pyramid Algorithm) και 
ανακαλύφθηκε από τον Mallat στα τέλη της δεκαετίας του 1980. Αυτή η ανακάλυψη 
ήταν που έκανε εφικτό υπολογιστικά τον Διακριτό Μετασχηματισμό wavelet και 
άνοιξε το δρόμο για τις μετέπειτα εφαρμογές του. Ο αλγόριθμος
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πυραμίδας ονομάζεται σε ορισμένα βιβλία και ως «Ταχύς Μετασχηματισμός 
Wavelet» ή «Fast Wavelet Transform». Στην πραγματικότητα, είναι ο μόνος 
εφαρμόσιμος αλγόριθμος για το μετασχηματισμό wavelet, συνεπώς στην εργασία 
αυτή όταν θα αναφερόμαστε στον Διακριτό Μετασχηματισμό Wavelet, θα εννοούμε 
τον αλγόριθμο πυραμίδας του Mallat. Έτσι, μπορούμε άμεσα να υλοποιήσουμε τον 
διακριτό μετασχηματισμό wavelet σε υλικό ως ένα ζευγάρι (ψηφιακών) φίλτρων με 
υποδειγματοληψία στην έξοδο.

Σχήμα 3.3 Μετασχηματισμός wavelet τριών σταδίων

Στις εφαρμογές της επεξεργασίας σήματος, το φίλτρο κλίμακας ονομάζεται βαθυπερατό 
φίλτρο και συμβολίζεται με L(z) στο χώρο κατάστασης, ενώ το φίλτρο wavelet 
υψιπερατό φίλτρο και συμβολίζεται με Η(ζ). Επιπλέον, τα σήματα 
προσέγγισης και λεπτομερειών που προκύπτουν από ένα ζεύγος φίλτρων όπως 
συμβολίζονται με xcm(n), wm(n) αντίστοιχα (αντί για Cj(k), dj(k)) όπου m=0,l,2... ένας 
ακέραιος που δείχνει πόσες συστοιχίες φίλτρων έχουν προηγηθεί από το αρχικό 
κβαντισμένο σήμα. To m μπορεί να απουσιάζει όταν μελετούμε απλώς τη 
συστοιχία φίλτρων και δε μας ενδιαφέρει το ποιο στάδιο του μετασχηματισμού θα 
εκτελέσει. Οι συμβολισμοί αυτοί θα υιοθετηθούν και για το υπόλοιπο της εργασίας.

3.3 Επιλογή wavelet

Δείξαμε πριν πως ο (διακριτός) μετασχηματισμός wavelet ενός σήματος μπορεί αν 
υπολογιστεί εύκολα με τη χρήση ενός ζεύγους φίλτρων. Δεν αναφερθήκαμε όμως εν 
τέλει στο ποιες θα είναι οι συναρτήσεις κλίμακας και wavelet που ορίζουν το 
μετασχηματισμό.
Υπάρχει μια πληθώρα από μαθηματικά κριτήρια για να μπορεί μια συνάρτηση να 
αποτελεί συνάρτηση κλίμακας. Για παράδειγμα, θα πρέπει οπωσδήποτε να 
ικανοποιούνται οι σχέσεις που παραθέσαμε πριν. Ούτως ή άλλως, όπως αναφέραμε, ο 
αριθμός των υποψηφίων συναρτήσεων βάσης και wavelet είναι άπειρος. Ωστόσο, 
πάντα γίνεται κάποια επιλογή με πρακτικά κυρίως κριτήρια.
Για παράδειγμα, μας ενδιαφέρει άμεσα για μια οικογένεια σημάτων να βρούμε τέτοιες 
συναρτήσεις κλίμακας και wavelet έτσι ώστε τα σήματα αυτά να περιέχουν ένα 
μεγάλο ποσοστό της ενέργειάς τους σε λίγους μόνο συντελεστές του μετασχηματισμού, 
να μπορεί δηλαδή να γίνει μια αραιή αναπαράσταση του αρχικού σήματος με χρήση του 
Διακριτού Μετασχηματισμού wavelet. Αυτό είναι πολύ σημαντικό για τεχνικές 
συμπίεσης και αφαίρεσης θορύβου.
Ένα άλλο πολύ σημαντικό κριτήριο, που θα εξασφαλίζει και τον εύκολο υπολογισμό 
του μετασχηματισμού είναι τα φίλτρα κλίμακας και wavelet, h(n) και hi (η) για τα 
ορθογώνια wavelet και h'(n) και hj '(η) για τα διορθογώνια, να είναι
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πεπερασμένου μήκους (δηλαδή, FIR φίλτρα) καν να έχουν λίγα σημεία. Επιπλέον 
ιδιότητες των φίλτρων που διευκολύνουν τους υπολογισμούς, π.χ. συμμετρικότητα 
των συντελεστών, είναι φυσικά επιθυμητές.
Εν γένει, η θεωρία της δημιουργίας μιας κατάλληλης συνάρτησης κλίμακας και 
wavelet με βάση κάποιες προδιαγραφές και απαιτήσεις είναι ένας ολόκληρος κλάδος 
των μαθηματικών από μόνος του και έχουν γραφεί πολλά ειδικευμένα βιβλία πάνω σε 
αυτό το ζήτημα (στη βιβλιογραφία παραθέτουμε μερικά). Αυτό είναι και ένα πολύ 
ισχυρό πλεονέκτημα του μετασχηματισμού wavelet, καθώς υπάρχει η ευελιξία της 
επιλογής των καταλληλότερων συναρτήσεων wavelet και βάσης για μια 
οικογένεια σημάτων ή για ένα συγκεκριμένο σκοπό επεξεργασίας. Έτσι, έχουν 
αναπτυχθεί wavelets (δηλαδή, συναρτήσεις wavelet και βάσης) για μια πληθώρα 
εφαρμογών, όπως γεωφυσική, συμπίεση εικόνας και ήχου, γραφικά, οικονομικές 
προβλέψεις κλπ. που σε κάθε περίπτωση δίνουν μετασχηματισμούς πολύ πιο 
«πληροφοριακούς» απ’ ότι οι βάσεις τριγωνομετρικών συναρτήσεων.
Μια πολύ διαδεδομένη οικογένεια wavelet, με το μετασχηματισμό ενός μέλους της 
οποίας θα ασχοληθούμε και εμείς στη συνέχεια, είναι τα wavelets Cohen- Daubechies- 
Feauveau, η εν συντομία CDF. Πρόκειται διορθογώνια wavelets τα οποία έχουν 
συμμετρικά, FIR φίλτρα και των οποίων τα μήκη είναι κατά το δυνατόν παρόμοια. Τα 
CDF έχουν και άλλες επιθυμητές και σημαντικές ιδιότητες, βέβαια, αλλά αυτές 
είναι πέραν των σκοπών της εργασίας.
Ένα μέλος της οικογένειας CDF χαρακτηρίζεται από το μήκος (σε σημεία) του 
βαθυπερατού και του υψιπερατού φίλτρου που εκτελούν τον αντίστοιχο διακριτό 
μετασχηματισμό. Το πιο διαδεδομένο και γνωστό μέλος αυτής της οικογένειας είναι 
το CDF 9/7, στον ευθύ διακριτό μετασχηματισμό του οποίου το βαθυπερατό φίλτρο 
έχει μήκος 9 σημείων και το υψιπερατό 7.

Συνάρτηση Κλίμακας q>(t) Συνάρτηση Wavelet v|/(t)

Σχήμα 3.4 Συνάρτηση κλίμακας και wavelet Cohen-Daubechies-Feauveau 9/7

Στην εργασία αυτή θα ασχοληθούμε με αρχιτεκτονικές αριθμητικών κυκλωμάτων 
που εκτελούν το διακριτό μετασχηματισμό wavelet CDF 9/7. Αν και όπως δείξαμε 
πριν, για την εκτέλεση του μετασχηματισμού δε χρειάζεται να ξέρουμε τη μορφή των 
συναρτήσεων κλίμακας και wavelet παρά μόνο τους συνελεστές των Η(ζ) και L(z), 
παραθέτουμε εδώ τη μορφή τους για λόγους πληρότητας, καθώς και τα αποτελέσματα 
του διακριτού μετασχηματισμού τους (5 σταδίων) στα 1024 πρώτα δείγματα του 
σήματος leleccum από τις βιβλιοθήκες του Matlab.
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Σχήμα 3.5 Σταδιακή αποδόμηση του σήματος leleccum με χρήση του μετασχηματισμού wavelet
CDF9/7
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Σχήμα 3.6 (συνέχεια 3.5) Σταδιακή αποδόμηση του σήματος leleccum με χρήση του μετασχηματισμού
wavelet CDF9/7
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Κεφάλαιο 4 Εφαρμογές

Από τα παραπάνω είναι εμφανές ότι οι μετασχηματισμοί wavelet έχουν μια πληθώρα 
εφαρμογών σε θέματα επεξεργασίας σημάτων. Είκοσι σχεδόν χρόνια μετά την ανακάλυψη 
των πρώτων σημαντικών wavelets από την Ingrid Daubechies, και παρά τα διάφορα 
προβλήματα νομικής φύσεως που έχουν προκόψει λόγω ευρεσιτεχνιών στα μαθηματικά, 
χρησιμοποιούνται συνεχώς σε τομείς όπου συναντάμε μη-εργοδικά, μη-περιοδικά σήματα και 
οι παραδοσιακοί μετασχηματισμοί Fourier αδυνατούν να δώσουν χρήσιμα αποτελέσματα.

Υπάρχει πλήθος από τέτοιες εφαρμογές. Οι κυριότερες είναι στην Ιατρική και τη 
Μηχανολογία, για εντοπισμό απότομων ασυνεχειών που υποδηλώνουν προβληματική 
λειτουργία και οι οποίες θα χάνονταν μέσα στο θόρυβο αν χρησιμοποιούσαμε τεχνικές 
Fourier, στην αστρονομία για τον διαχωρισμό σημάτων από το θόρυβο, ακόμα και στα 
μακρο- οικονομικά για μακροπρόθεσμες προβλέψεις της πορείας των μετοχών. Μια από τις 
πιο γνωστές εφαρμογές, στις οποίες χρησιμοποιείται το wavelet CDF 9/7 είναι ο αλγόριθμος 
συμπίεσης εικόνας JPEG2000, ο οποίος δημιουργήθηκε για να αντικαταστήσει τον πολύ 
γνωστό JPEG.
Αν και οι πατέντες λογισμικού έχουν αποτρέψει την ευρείας κλίμακας χρησιμοποίησή του ως 
τώρα, πετυχαίνει πολύ ανώτερα αποτελέσματα από τον παραδοσιακό JPEG τόσο σε επίπεδο 
συμπίεσης όσο και επίπεδο ταχύτητας. Επιπλέον, η φύση των wavelets να μπορούν να δίνουν 
επιλεκτικά μέχρι ένα επίπεδο λεπτομερειών σε ένα σήμα, έχει βρει εφαρμογή σε περιπτώσεις 
που έχουμε μεγάλες εικόνες τις οποίες όταν τις βλέπουμε στο σύνολό τους δε

χρειαζόμαστε μεγάλη λεπτομέρεια, αλλά όταν εστιάζουμε σε μια
συγκεκριμένη περιοχή περιμένουμε να δούμε και λεπτομέρειες. Τέτοιες είναι για 
παράδειγμα τοπογραφικές εικόνες που χρησιμοποιούνται από συστήματα GIS, για τις οποίες 
έχει αναπτυχθεί το πρότυπο συμπίεσης με wavelets ECW
Είναι φανερό ότι λόγω της ωρίμανσης των σχετικών αλγορίθμων αλλά και της επίλυσης των 
νομικών ζητημάτων στο προσεχές μέλλον, οι εφαρμογές των μετασχηματισμών wavelet θα 
πολλαπλασιαστούν και ενδεχομένως θα εκτοπίσουν από μερικούς τομείς τους 
παραδοσιακούς μετασχηματισμούς αναπαράστασης στη συχνότητα. Έτσι, κρίνεται επιτακτική 
η ανάπτυξη αποδοτικών και εξειδικευμένων αριθμητικών κυκλωμάτων που θα είναι σε θέση 
να εκτελούν γρήγορα και οικονομικά τους μετασχηματισμούς αυτούς σε ενσωματωμένα 
συστήματα, όπως φορητά ιατρικά όργανα, κινητά τηλέφωνα, «mp3» players και ψηφιακές 
φωτογραφικές μηχανές. Αυτό είναι και το ζήτημα με το οποίο πραγματεύεται η εργασία 
αυτή.
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5.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο με την βοήθεια του προγράμματος Μαίΐαύ θα 
γράψουμε έναν κώδικα ο οποίος διαβάζει την εικόνα, την συμπιέζει και εκτυπώνει 
την αρχική και την ανακατασκευασμένη εικόνα σε διάφορα βήματα υπολογίζοντας 
παράλληλα το μέσο τετραγωνικό λάθος (Μ8Ε) και τον μέγιστο σηματοθορυβικό 
λόγο (ΡβΝϊΙ).

5.2 Λεπτομέρειες Χρήσης

Για να μπορέσουμε να κάνουμε χρήση του κωδικοποιητή είναι απαραίτητο 
να έχουμε κάνει εγκατάσταση του προγράμματος Μαίΐαύ στον υπολογιστή μας, 
Στη συνέχεια πρέπει να προσθέσουμε τις εικόνες που θέλουμε να επεξεργαστούμε οι 
οποίες πρέπει να είναι κατάλληλες για το Μαίΐαύ. Έπειτα θα δείξουμε κάποια 
παραδείγματα και το πως φαίνεται η συμπιεσμένη εικόνα.

Κεφάλαιο 5 Εφαρμογή

Οπότε ανοίγουμε το εικονίδιο του υπολογιστή στην Επιφάνεια Εργασίας μετά 
συνεχίζουμε Program Files > MATLAB > R2010a > toolbox > wavelet > wavedemo ( 
C:\Program Files (x86)\MATLAB\R2010a\toolbox\wavelet\wavedemo) και βάζουμε 
τις φωτογραφίες που θέλουμε εκεί μέσα. Στη συνέχεια αφού ανοίξουμε το 
περιβάλλον του MATLAB πάμε στην αναζήτηση και βρίσκουμε το wavedemo. Εκεί 
μέσα υπάρχουν όλες οι φωτογραφίες μας.____________________________________

File Edit View Debug Parallel Desktop Window Help

u e m s m *  \* es5 a  «  , %  Current Folder. C:\Program Files (x86)\MATLAB

Shortcuts How to Add ¿1 What's New
3 S E

Q  Name Ύ
R2Q10a

v trademarks.txt 
[_ j patents.txt 
4  MATLAB R2010a.lnk 

license-txt 
ffi j ,  uninstall 

toolboxB
B  wavelet 

L j  mcc.enc 
SI λ  wmultisigld 
® wavelet 

B  .id wavedemo 

¡_j wtbx_gbl.v3 
M  wtbx_gbl.v2 
EB  wstep.mat 
0  wshowdrv.m

wscalogramdemo.m 
wpeppers2.png 

'#  wpeppers.jpg 

f  woodstatuejpg 
t jf woodsculpt.jpg 

woodsculp256.jpg 

BB wcman2.mat 
E B  woman.mat
□ 3  ------ *

Εικόνα: 1 Matlab

Command Window

(? ) New to MATLAB? Watch this Video, see Demos, or read Getting Started.

HATLA3 desktop keyboard shortcuts, such as Ctrl+5, are now customizable. 
In addition, many keyboard shortcuts have changed for improved consistent 
across the desktop.

To customize keyboard shortcuts, use Preferences. From there, you can al.· 
restore previous default settings by selecting "R2009a Windows Default 5« 
from the active settings drop-down list. For more information, see Help.

Click here if you do not want to see this message again.

A»
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Μετά πάμε file->Open->Desktop->example(mfile)

Εικόνα : 2 Matlab example

Σε κάθε παράδειγμα πιο κάτω χρησιμοποιούμε και άλλο m-file ωστόσο σε 
κάθε περίπτωση πατάμε το “run”.

: 0 3 · « Ι Ι 4 ( »

1  i  -  u  t

1
2- X = imread (1 rere.
3 - [cr,bpp] * wcoipress
4- Xc = vconpresjCuV
C — c J a l  a f a  / * r a r e

Εικόνα: 3 Matlab run example
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και συνεχίζουμε πατώντας “add to path” στο πινακάκι που μας βγάζει.

file Edit Tent Go Ceil Tools Debug Desktop Window Help

; ο β · | ι % · * »  * * ·  **i«~ - h a m a s
i s  -u ♦  + u « < *  o.
1
2 -  X «  u n r e a d ( ' r e r e .jp g ') ;

3 -  [c r ,b p p ] ·  w c c m p re s s r s 'jX , ' r e r e .w t c ' ,  ' s p i f a f ,  'm axloop',1 2 )

4 -  Xc ■ v c a n p r e s s C a ' , ' r e r e .w t c ') ;

S -  d e le te  ( ' r e r e .w t c ' )

6 - D - tbs(double(X)-double(Xc)).A2;
7 - m e  * sua(D(:))/Bumel(X)
B - psnr » 10*logl0(255'255/nae)
9 I  D isp la y  the  o r ig in a l  and the compressed

IQ -  su b p lo t( 1 ,2 ,1 ) ;  im age(X ); t i t l e ( 'O r ig in a l

1 1 -  su b p lo t( 1 ,2 ,2 ) ;  im age(Xc); t i t l e ( ' Compress

12

Εικόνα : 4 Matlab Editor

image
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1.

Σε αυτό το παράδειγμα συμπίεσης θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο 
«spiht_3d» διότι μας δίνει τα καλύτερα αποτελέσματα. Αρχικά θα χρησιμοποιήσουμε 
την έγχρωμη εικόνα r e r e  .jpg, αυτή η εικόνα θα συμπιεστεί και τα δεδομένα της θα 
αποθηκευτούν στο αρχείο re r e . w t c .

' Editor

Re Edit Text Go Cdl Tools Debug Desktop Window Help

0β·!»%8·»ΜΑ9· « M f i i E ' i S i l I K  suet n A
+ t  U x «« 0.

1
2 -  X *  imreadC r e r e .jp g ' ) ;

3 -  [cr,bpp] » w c c H B p re 3 3 ('c ',X ,'re re .w tc '/ sp ih c ',’Eaxioop',12)

4 -  Xc » w cG B p re s3 ('u ','re re .w cc ') ;

5 -  delete  ( 're r e .w tc ')

< -  D « abs(double(X)-double(Xc)) .  A2;

7 -  mse ■ SuB(D (:))/cu n e l(X )

8 -  psnr ·  I0 'log l0 [255*255/Bse)

9 \ D isp lay  the o rig in a l and the compressed image

1 0 -  sub p lo t(1 ,2 ,1 ) ;  H tage(X); t i t l e ( ' O rig ina l u sag e '); a x is  square

1 1 -  sub p lo t(1 ,2 ,2 ) ;  im age(Xc); title('Com pressed im age'); a x is  square

Q

12

Εικόνα : 5 Matlab Editor Rere

Στην συνέχεια το πρόγραμμα προβάλλει την αρχική εικόνα X και την 
ανακατασκευασμένη εικόνα Χο.

Εικόνα : 6 Matlab Renate-Demy
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Μέσα στο “Command Window” του Matlab βλέπουμε κατευθείαν το μέσο 
τετραγωνικό λάθος (MSE) και τον μέγιστο σηματοθορυβικό λόγο (PSNR). Στη 
συγκεκριμένη φωτογραφία είναι mse=25,837 και psnr=34,5928.

To cuatomite keyboard shortcuts, use Preferences. From there, you can also 
restore previous default settings toy selecting "R2009a Windows Default Set" 
from the active settings drop-down list. For more information, see H e l p .

Click here if you do not want to see this message again.

5.9682

t>PP -

1.4324

Warning: File 'rere.wtc' not found. 
> In example4 at 5

mse “

22.5637

psnr ™

34.5926

fx N V

Εικόνα :7 mse , psnr

Σε λίγο θα παραθέσω και άλλες φωτογραφίες με αυτή τη μέθοδο σε 
διαφορετικό βήμα για να δείτε πως γίνεται η συμπίεση της εκάστοτε αρχικής εικόνας.

Με βήμα 2 το ηιεε =5.7229ε+003 και το ρ5ητ = 10.5546.

Εικόνα : 8 Αυτοκίνητο με βήμα 2 (mse =5.7229e+003 και psnr = 10.5546)
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Με βήμα 5 το ηίδε =2.0796ε+003 και το ρδΐιτ =14.9509.

Εικόνα : 9 Αυτοκίνητο με βήμα 5 (ιπεθ =2.0796θ+003 και ρεπτ = 14.9509)

Με βήμα 8 το τπδε = 592.6064 και το ρδητ =20.4031.

Εικόνα : 10 Αυτοκίνητο με βήμα 8 (πιεθ =592.6064 και ρεπτ = 20.4031)
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Με βήμα 10 το mse =249.4931 και το psnr =24.1602.

Εικόνα : 11 Αυτοκίνητο με βήμα 10 (mse =249.4931 και psnr = 24.1602)

Με βήμα 15 το mse = 11.1308 κα το psnr =37.6655.

Εικόνα: 12 Αυτοκίνητο με βήμα 15 (mse =11.1308 και psnr = 37.6655)
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Με βήμα 2 το τηεε = 3.2450ε+003 και το ρεητ =13.0186.

Εικόνα :13 Παρθενώνας με βήμα 2 (mse =3.2450 ε+003 και ρ$ΠΓ = 24.1602)

Με βήμα 5 το ιηεε = 1.0584ε+003 και το ρεητ = 17.8841.

Εικόνα : 14 Παρθενώνας με βήμα 5 (ιπεθ =1.0584 ε+003 και ρεπΓ = 17.8841)
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Με βήμα 10 το πιεε = 115.2553 και το ρ8πτ =27.5142.

Εικόνα : 15 Παρθενώνας με βήμα 10 (γγ^θ =115.2553 ε+003 και ρεπτ = 27.5142)

Με βήμα 15 το ηίΒε =2.7866 και το ρ5ητ = 43.6801.

Εικόνα : 16 Παρθενώνας με βήμα 15 (ιτ^ε =2.7866 ε+003 και ρβητ = 43.6801)
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Με βήμα 2 το πιεε =1.9421 ε+003 και το ρεπτ =15.2482.

Εικόνα : 17 Ι,εεηηθ με βήμα 2 (ιτιεθ =1.9421 ε+003 και ρεηΓ= 15.2482)

Με βήμα 5 το Γηεε =1.4849ε+003 και το ρεητ =16.4139.

Εικόνα : 18 Ι-θειηθ με βήμα 5 (ιτιεθ =1.4849 ε+003 και ρεηΓ= 16.4139)
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Με βήμα 12 το τηεε =32.2998 και το ρ8πτ =33.0388.

Εικόνα : 19 ίθίΐτΐθ με βήμα 12 (ιπεθ =32.2998 ε+003 και ρεπτ = 33.0388)

Με βήμα 15 το πιεε =3.8268 και το ρΞπτ = 42.3025.

Εικόνα : 20 Ι,θβιτιθ με βήμα 15 (ιτ^θ =3.8268 ε+003 και ρεπτ = 42.3025)
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.

Μια άλλη μέθοδος που μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε είναι η 'ερίΐιί'. Εδώ 
βλέπουμε πως συμπιέζουμε την αρχική μας εικόνα και την αποθηκεύουμε στο αρχείο 
'ηιαείί.ννΐο'. Στη συνέχεια παίρνουμε πάλι το αρχείο το αποσυμπιέζουμε και 
διαγράφουμε το 'ηιαείί.ννηο'.

1 -  lo a d  Basic;
2 -  Ic r ,b p p ]  -  w c o m p re s3 ( 'c ',X , 'm asJc .v tc’ ,  ' s p i h t ’ ,  ’m ax lccp ’, 12)
3 -  Xc ·  w ccirpress ( 'a * ,  ’ ir.asic. v t c ’ ) ;
4 -  d e l a t e  ( ’Basic, w tc ')
5 -  D -  afcs(X -X c).A2 ;
€ -  mse ·  sure(D( s ) ) /num el(X )
7 -  p s n r  -  10* logl0(255*255/m sey
8 % D is p la y  th e  o r i g i n a l  and  th e  com pressed  loage
9 -  c o lo r a a p ( p in k (255))

1 0 -  s u b p lo t  ( 1 ,2 ,1 ) ;  ia a g e (X ) ;  t i t l e  ( ’O r ig in a l  im a g e ') ;  a x i s  sq u a re
1 1 -  s u b p lo t  (1 ,2 ,2 )  ; ii ta g e (X c );  t i t l e  ( ’Compressed im a g e ') ;  a x is  sq u a re  
12

Εικόνα : 21 Matlb Example 2

ns*.. .  aîügagi
N i bM Vk ·* Intel Inch DnUup 'Arndvn Hd|i *

Original image Compresied image

Εικόνα : 22 Mask Original image - Compressed image
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Βλέπουμε έντονη διαφορά στην αρχική εικόνα «mask» με τη συμπιεσμένη. Στη 
συγκεκριμένη φωτογραφία είναι mse= 33.6564 και psnr= 32.8601.

4  MATLAB 7.100 (*2010a)

Fit* Edit Debug Parallel Desktop Window Help

: 0  ¿3 I A %  ®  ^  6" | |  3*  t l ®  , %  Current Folder C:'Program Files ()B6)\MATlA9',R2010a\toolbox\w*velet\wavedemc * ... t  

Shortcuts i )  How to Add f j  What's New

Current folder ~  0  F X

•31«  wevelet ► wevedemo ►

_ wttw.gbl.v3 
wtbx.gbLvi 

9  wstep-mat 
0  wshowdrv.m 
^  wscalogramdemo.m 
51 wpeppers2.png 
f "P«PP«-jpj 

woodstatue.jpg 
P; woodsculpt.jpg 
f  woodseulp256.jpg 
3  woman2.mat

0  wmuldendemc.m 
* j  wmspcedemo.m 
0  wmendrii.rr.it 
0  wifs-met
#  whorse256.jpg
#  whcrse.jpg 
0  whitnois.met 
0 j  whelpdem.m 
0 wgetlin.mat
f  wflower512.jpg
#  wflower.jpg 
0  wenimngr.m 
0  wdfiguttm 
0  wcentsymjnet 
0  wcintor.met

. __
Oetafl*

Command Window

•T) New to MATLAB? Watch this Video, see Cemci or read Gcttng Started. 

a c r o s s  t h e  d e s k to p .

To c u s to m iz e  k e y b o ard  s h o r t c u t s ,  u s e  P r e f e r e n c e s . From t h e r e ,  you c an  a l s o  
r e s t o r e  p r e v io u s  d e f a u l t  s e t t i n g s  b y  s e l e c t i n g  "¡12009a W indows D e f a u l t  S e t” 
fro m  th e  a c t i v e  s e t t i n g s  drop -dow n  l i s t .  F o r s o r e  i n f o r m a t i o n ,  s e e  H e lp .

C l i c k  h e re  I f  you do  n o t  w an t t o  s e e  t h i s  m e ssa g e  a g a in .

W arn ing : r i l e  'm a s k .w tc ’ n o t  fo u n d . 
> I n  e x am p le !  a t  <

psnx ·

32.8601

h »___

Workspace -  □ S X

• 1 * * 1 * «  C P s * « « , . . . .
Mama * Value

; D <256x256 doubles
; X <256x256 double»

: x« <256x256 doubles
: bpp 0.2267
: v 2Λ336
: m*p <255x3 double'

mse 336564

0P*m 326601

Command History
m m m i______ LI

-  □ S X

p e a r  -  1 0 * lo g l0 (2 5 5 * 2 5 5 /m s  *

| 1% D is p la y  th e  o r i g i n a l  and

s u b p l o t ( 1 ,2 1 ) ;  im age (X)»

s u b p l o t (1 ,2 2 1 ; Im age(X =);

@ 23/7/2013 7:86 uu —8
Im a g e (w f lo w e r ); f ig u r e ( g e f )

(-%— 23/7/2013 9:32 uu —%
i-%— 23/7/2013 9:37 uu —%

23/7/2013 10:58 uu —%
h*— 23/7/2013 1 1 :0 6  uu
j-%— 23/7/2013 11:17 uu —%

23/7/2013 1 1 :2 8  uu —1 a
*-%— 23/7/2013 11:36 uu —% *

*

Εικόνα : 23 Matlab mse,psnr
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3

Σε αυτό το παράδειγμα βλέπουμε πώς να συμπιέζουμε μια εικόνα 
χρησιμοποιόντας τη μέθοδο συμπίεσης 'είνν' να το αποθηκεύσουμε σε ένα αρχείο. 
Μετά βλέπουμε πως γίνεται βήμα βήμα η αποσυμπίεση της εικόνας.

4  ΜΑΤΙΑΒ 7.100 (R2010.1

We Ε *  Debug Parallel Desktop Window Help

4  ,  %  Cunent folder G\Program Files ( '̂;'MAT^R2010*.toclbcrwr^l«t^r^ed«mc *

Shortcuts Λ  How to Add ¿j Whits New

Current Folder *■ 0  f Command W indew Workspace -  D 8 X

*  *  «  wavelet » wavedemo .  μ  ο · (?) New to MATLAB? Witch tha Video, see Demcs. or read Getting Started. X ί  S i  « !  «  %  EJ?Setect data to-. *

N*mt ’ 

y  wtbx_gblv3 

C  Brtta.gbLv2 
0  wstep mat

wehnwftry m »

»  «compress ( ‘ c \  'an ts , j p g ' ,1 C 3 ^ _a rs j.w tc' , 1 s t v ' ) ;  

wccapreas(’ u’ ,  'ccBp_ai23.i»tc', ’ s te p ') ;

A. »1
Name * Value

]D <256x256 double» j 
X <256x256 double»
Xc <256x256 double» 
an; <256*256x3 uM> (

Εικόνα : 24 Matlab example 3

4  MATiAB 7JQ.Q iKOlOaj

Hie Edit Debug Parails! Desktop Window Help

: Q £ 3 j l  Sfl 8  j 9  . %  Currentl He Edit View hsert Toots Desktop Wndow

Shortcuts i )  How to Add β  Whit's New 

Cuirent Feld«· ·*" □  *  X

•  ♦ «  wavelet ► wavedemo ► » P  ( I ·  ^'NewtoMA

D Name

y  wtbx_gbl.v3 
wtta.gW.v2 

0  wstep.mat 
y  wshowdrv.m 

wscategramdemo.m 

f  wpeppers2png f
£  woodstetue.jpg 

woodsculptjpg 
woodsculp2S6.jpg 
womani.mat 
woman.mat 
w num m at 
wnoislop.mat 
wmuldendemc.m 

wmspcademo.m 
wmandnl.mat

__wrfs.mat
4  whorse256.jpg 
i f  whorse jpg 
0  .vhitnois.mit 

whelpdem.m 
0  wgattiamat 
'if wflowef312.jpg 
f  wflower.jpg 
*l} wtnamngr.m 

wdfigutLm 
wcantsym.mit 
wcantofjnat

» O 
I  ar» a
% bi%~r
X -1«
Xc
deli
C -
nse
pen:
% D: 
subj 
s u t (

See

B jaSsi

J J d i  k ' -.' S U ·  a  03
Loop 6

vcoepreseC s', 'an ts , jp g ', ’ coap_arsis .vtc', 
wcoKpress ( ' a ' , ' coBp_arau. w tc' , '  step *) t

Λ :« :ρ κ ϊ ■*· □ f
1 1 1 « %  f j ?  Select data to...

Value

<256*236 double» 
<256*256 double» 
<256*256 double» 
'tm'
0i267
23336
<255x3 double»
336564
326601

Command Htstoiy

! I — 23/7/2013 11:17 uu 

! 23/7/2013 11:28 uu

6  * - -  23/7/2013 11:33 uu 

help vreosp ress .it 
«compress ( ' c ’ , ’ a n r j.; 

«compress( ' u · , ' carp 

- c lc

: «compress(‘ c ' , ' ants 

«compress C u ' ,  'comp
- help wcompress.it

- ’ stW

«compress( ' o '# 'arms.; 

wcoKpress( Ί

3 W V
arms.«

JWV
a rc s . w

Εικόνα : 25 Matlab arms 1
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Εικόνα : 26 Matlab arms 2

Εικόνα : 27 Matlab arms 3
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file Edit Ted Go Cell Toots Debug Desktop Window Help

• 1 « : - ■ it  ♦ -  u  * |
0  Figure 1 U l i i u .

2 h This cxagplc demonstrates first how to copies
3 1 jpeg image using the 'stw' compression method i
i » save i t  to a file.

* Then, i t  shows how to load the scored image ft 
% the file  and display the step by step unccspre

O d d *  & \ A M * X - | a  0 B i « B

«
7
8 - 
9-

Compressed Image

wcanpress ('o ', ' arms. j.pg' , ' coEp_ams.wtc' , ' atw') ; 
wcoirpress ('u ', 'cc^anas.wtc', 'step ');

50
BELMONT

D'AZERGUES
100

150 " B a L  ^

200

250
50 100 150 200 250

g :
» r x

Eldffp
«

EiKÔva : 28 Matlab arms 4
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4

Σε αυτό το παράδειγμα βλέπουμε πώς να συμπιέζουμε μια εικόνα 
χρησιμοποιόντας τη μέθοδο συμπίεσης 'aswdr' και να το αποθηκεύσουμε σε ένα 
αρχείο. Κατά τη διάρκεια της συμπίεσης χρησιμοποιούμε τρεις παρεμέτρους - 
Conversion color (cc) - Maximum number of loops for computing (maxloop)- Plot 
type (plotpar)

Εικόνα: 29 woodstatue loop 2

4 MATUB 7.10.0 (R2010a)

File Edit Debug PareM Desktop Window Help Q  Figure 1

Dai«%et p|»anali ,%
Shortcuts i l  Hew to Add A W htfsh ta

Current F; *■ □  * X <

► » P  Φ  New to MA*  *  «  wavelet *

Name cr ■

wtbx_gbU3 -
3.0'

wtbx_gblv2 
3  wttep.mat 
0  wshowdr/.m
0  wscalogramdemo.m 
ê  wpeppers2.png

1 tp p  -

f  vvpeppersjpg 
&  woodstatue jpg

0.7:

£  wcodsculptjpg N tr& ing:
£  woodsculp256jpg 
3  woman2.mat

»  1er,

3  woman.mat wccj

3  wntnm.mat 
3  wnoelop.mat 
0  wmiridendemcm

d e ll

0  wrmpodemc.m 
3  wmandrimat 
3  wdsjnat

cr ■

3.0*ψ  rthcrse256.jpg 
#  a horse jpg 
3  whitncisjwit
0  whelpderum 
3  « f r tb u m t

fcpp -

λ  ,  k ■ o < · a d a
File EA View Insert Took Desktop Window Help

Loop 5 - End
■H □  S X Workspace ·"  □  » X

X S a e W h  f5 > S d td c ta tito .. -

* Name » Value

: o <256x256 double»
X <256x256 double»

: X« <256x256 double»
am <256x256x3 Arts» '

: bpp 0.7368 I

a 30701
map <25x3 double» i
mse 336564

fflpsnr 326601

Command History ■w Q a X

d e l e t e ( ' w o o d s ta tu e .w tc ’ ) *

- 1e r ,  bpp] -  w c o m p r e a s l 'c · , '

- · a s v d r ' , c c ',  ' k i t ' ,  ’» a r i s e

w e e sp re s s  ( "u ’ ,  ' w o e d s ta t a e .

-  d e l e t e ( ' w e o d s t e ta e .w tc ' )

- [ e r . b p p ] ■ v c e s p r e s s C c * ,  ·

-  · e sw d r ' ,

Εικόνα: 30 woodstatue loop 2
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|o.|@frgai
4  MATIAS 7.10.0 (R2010at

R e Edit Debug Parallel Desktop Window Figure 1-Γ
tata WindowT : :1 :: 0 ά  * ϋ ο ρ ! * α ΐ ϋ » i  %  Current!

Shortcuts ¿1 How to Add ¿ ] What's New

Current Fold« ^  ? X Command Wii

*  ♦ «  wavelet ► wavedemc > *  P  ^)NewtoMA'

Name v
c r  »

0  wtbx_gbl.v3

U  wtbx_gbl.v2

0  wstep.mat

0  wshowdrv.m

0  wKalcgramdemo.m tpp -

■f wpeppen2,png

S f «wpere.jpg 0 .7 ;

f  weodstatuejpg

f  woodsculptjpg Warning!

I f  wootfeculp256.jpg »

0  woman2.mat Ic r .t p i
0  womarunit

0  wntrsin.mat WCd
0  wnoistop.mat d e li
0  wmuldendemc.m

0  wmspoademo.m

0  wmandril.mat

0  wifs.mat

i f  whcrse256gpg

i f  whorsejpg

0  whitnois.mat

0  whdpdem.m

0  wgatfounat
n 7 ***

File Edit View Insert

O d a - i  t w f i s « ·  a  d s

Loop 5 - End

- .-/Sj

■" D f  X Woitspict " D U

x ;! ϊ  "
Name » Value

Be <256x256 double»

Bx <256x256 double»

fixe <256x256 dcuble>

Sans <256x256x3 uintfi»

B  bpp 0.7368

Βσ 3.0701

B  map <255x3 double»

B TOe 336564

S  p5nr 323601

• _ _ ___
Command Histoiy_______________ ·"  0  > X

r-delete (' woodstatue. vtc') *

j~ [c r,fcFp ] *  v c o m p re ss C c V  

j~' aswdr' , ' cc' , ' k i t1, 'aaxico;
- weakness('u',' woodstatue. 
hdelete('woodstatue.vtc') 
r [cr,bpp] * «compress('c',’ 
r ' aswdr',' cc ’,' kit', 'aaxloo.

Εικόνα: 31 woodstatue loop 5

Α Μ Α Τ ΙΑ ΙΤ ΙΜ ιΚΟΙΟ»)

File Edit Debug Panflet Desktop Window Help 

: Ο β | Ι % Μ * Ι Ι » ΐ Ι 1  «  . %  Ci rartl j File Etft View Insert Tools Desktop Window Help

Shortcuts | ]  How to Add i ]  What's New

Current Folder *■ 0

D3Hé H U Q S f a H S  D @  « 0
Command Wit

*  *  j i  *  wavelet > Mvedemo >

Name*

. wtbx_gbLv3 

i i  *tbx_gbLv2 

0  wstep.mat 
0  iwhowdrvjn 

0  wscalcgramdemc.m 

i f ·  wpeppeis2.png 

f  *peppers.jpg 
f  Modstatutjpg 

f  woodsculptjpg 

f  wcod5culp256.jpg 

0  woman2.mat 
0  woman,mat 

0  ivntrsinjnat

0  wnoislcp.mat

01 wmuldendemo.m 

0  wmspcademo.m 

0  wmandrï.mat 

0  wfs.mat

f  who«256.jpg 

f  whorsejpg 

0  whitncis.mat 

0whelpdemjn

» .p  ÿ .  φ  New to MA 

Warning 

»  tc r ,t

wca

delt

bpp .

Warning: 

»  [c z ,l

wca

delt

• « D i x Workspace ·« □ f  x

X l i i i l ζ Ρ  SdKt dit. to... »

* Name Value

fiD <256x256 double»

Bx <256x256 double»
0Xc <256x256 double»

B «m <256x256x3 uintS» i

B bpp 0.7368

Ber 33701

B map <255x3 double»

B ms* 336564
flpsnr 323601

< n: r

Command History -*· O a x
d e le te ! 'w ccdstatae .vtc') ■ 

|cr,bpp] *  wccœpresflCc’ , '

-  'a a w d r ', 'c c ' , 'k i t ' , 'a a x lo o

- vccapress (' u V  woodstatue. 
delete('woodstatue.wtc')

• [cr,bpp] *  w caq?ress{'c ’ , ’

Εικόνα: 32 woodstatue loop 2 new

[58]



é  MfflAB 7.iap (R2010.)

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help

i Q a n n tq M ^ a  » ,% c»rti
Shortcuts i f  How to Add i l  Whit's No.

Current Folder ? X ;

»  *  «  wavelet ► wevedemo ► *  P  < l· ‘̂ NewtoMi

Warning i 
»  [cr,l

vcoa
dele

G  Name »
_  wtbx.gbl.v3 

Ü wte.gW-v2 0 wstep.mat 

0  wshowdrv.m 

0  wscalogramdemo.m 

f  wpepper$2.png

f  *p«pp«*jpg
(§ woodstatue.jpg 

f  woodsculptjpg 

i f  woodsculp256.jpg 

0  woman2.mat 

0 woman.mat 

0 wntrsin.mat 

0 wnoislop.mat 

0  wmuldendemo.m 

0  wmspcademo.m 

0 wmandril.mat 

0 wifs-mat 

f  whorec256.jpg 

f  whorstjpg 

0 whitnois.mat

0  wbdpdem.m c r  *
fflwiutCnmir

EiKÔva: 33 woodstatue loop 4

fcpp .

Warning 
»  [cr,

was
d e l t

D  Figure 1 HiSHSlpx9T
fctisia -s

DâBé H Vv'Sfc*· 5 0@ |Q
File Edit View Insert Took Desktop Window

Loop 4

50 100 150 200 250

-*· □ f  x 'O  » X

X E i  % fc % ÎSdcctditito.,.
Name * Value
B d <256x256 double»
¡ X <256x256 double» ■
B x c <256x256 double>
B ans <256x256x3 until· l
B bpp 0.7368 i
B c r 347701
B m a p <255x3 double» i
B m se 336564
B psnr 326601

< ; ... ..
Command Hrstoiy ' Oix

- delete('woodstatue.vtc') ■ 
r[cr,bpp] ·  wccœprtaaCcV 
h ' aswdr ',  ' cc ' f ' kit ',  ' aaxloo 

wcoapr ess ( ' u V  woodstatue. 
delete!'woodstatue.vtc') 
[cr,bpp] * wccrçressCc’, ’
1 Affidr1. ' r c 1. 1W f.* . ' ibaxI  ?w

4 · MATIAB 710.0 (R2010») ........

File Edit Debug Panbl Desktop Windw Help

iaaia%i^fr:»â¥:» . v ~ ^
Shortcuts 11 How to Add i l  WhafsNew

Command WêCurrent Folder l  X Command flit

* * «  wavelet ► wavedemo » T P P ’ ^  New to MA

Name U a U ^
j j  wtbx.gbl.v3 

wtbx.gbl.v2 
0  wstep.mat 
ÜjMhowdrv. m 
0  wscalogramdemo.m 

f- wpeppers2.png 

?  wpeppers.jpg 
i f  woodstatue.jpg 
SP woodsculpt.jpg 

i f  woodsculp2S6.jpg 
0  woman2.mat 
0  woman.mat 

0  wntrsimmat 
0  wnoislcp.mat 
0  wmuldendemo.m 
0  wmspcademo.m 

0  wmandritmat
0  wifs.mat 
f  whorse256.jpg

1 «tantjpg
0  whitnois.mat 
0  whelpdem.m

EiKÔva: 34 woodstatue loop 5

»  [cr,

wear 
del*

fcpp ■

Warnings 

»  [c r ,!

VCCBdels

B  Figure 1 ioilairaW

Workspace ■h □

x  C ?  Select data to«

3 » x

Name Value

B d <256x256 doublê

f ix <256x256 double>

B x c <256x256 dcuble>
Bans <256x256x3 uin(8>

B bp p 0.7368

5 » 3X7701

B m ap <255x3 double»
Bmse 336564

B p « " 326601

Command History ■h D t  X

- d e le te ('woodstatue.vtc’) *
lcr,bpp] *  w ccep re ssC cV  

; ’aawdr V cc ', 'k it ',  'aaxlc-o 
Hconpies3( ' awoodstatue. 
de le te ( 'woodstatue.w tc ') 

i-[c r,b p p ] *  w odtp ressC c','
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I ΜΑΤΙΑ! 7.10Ό (R2010»)

aasi%â«5?!*dii β .% ^
Shortcuts i l  Howto Add h] WhMs New

Current Folder *■ D r x Command Wir

♦ ♦ j, «  wavelet ► wavedemc > T P  Φ· f l N » t o M A

[ Name 1

wtbx_gbLv3 *
WCJ 1

L  wtbx_gbl.v2 
0  wstep.mat j
0  wshcwdrv.m
f j  wscategramdemo.m J c r  *
f  wpepperslpng
§  wpeppen.jpg 3 .0 ·  j
I e woodstatue.jpg
f  woodsculptjpg
.? wcodsculp256.jpg t p p  -

0  woman2.mat
0  wcmanjnat 0 .7 !  ί
0  wntrsin.mat
0  wnoislop.mat W arn ing : ;
f 1 wmuldendemc.m
0  wmspcademo.m
0  wmandrimat

WOOS
0  wifs-mat
ψ whorse256.jpg
f  whcrse.jpg
0  whitnois.mat
0  whelpdem.m
0  wgatfiamat
f  wflcwer512.jpg 3 .0 7 0 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Sail k a BBiil

»  100 150 200 250

H .D  ! X Woitapacs ^ Ο Π
X âï?5ï%: IP »««·<·-’
* Name < Value

Bd <256x256 double»

Bx <256x256 double>

Sxc <256x256 double>

Bans <256x256x3 uint8>

Bhpp 0.7368

Be 30701

3  map <255x3 double»

33.6564

Spot 32-8601

Command Htsteiy « □  f X

: vccaqpressl’c '/arE sopg ',' * 
vccapress ( ' a ', 1 catp_tna. v 

; vccaçresa('c','arM.jpç',' 
vcoaçress ( ' a V  ccEp_ariE3. v 

hhtlp vcoapresa.a 
■ [cr,bpp] » vccapress [ 'c ', '

' aswdr ', · cc ·, · kit ',  'maxlcc 
vcompress ( ' u‘, 'woodstatue.

Εικόνα: 35 woodstatue loop 9

A ΜΑΤΙΑ! 7.100 ¡FfflllOi)
file Edit Debug Parallel D esktop Window Help

D~a~«»iofr a»a?a »
Shortcuts i )  Howto Add ¿1 What's New

Current fold«

Current F

η·  □  a x Command W«

♦ *  «  wavelet ► wavedemc a » p  # ·  ^ 'NeA,? MA

Name r  

wtitt_gbl.v3 
wtbx.gbl.v'2 

0  w5tep.mat 
0  wshowdrvjn 

□  wscalogramdemo.m 
¥  wpeppers2.png

f mmin
Ç  wcodstatue.jpg 
i. wccdsculpt.jpg 

■Ψ wocdsculp256.jpg 
0  woman2jnat 
0 womanjnat 
0 wntrsiamat 
0 wnoislop.mat 
0  wmuldendemc.m 
0  wmspcademo.m 

0 wmandrüjnat 
0  wifsjnit

*§ whorse256.jpg 
£  whorstjpg 
0  whitnois.mat
®  whelpdem.m ___________ _0 wgatfrunat 3'0701
9  wftewer512.œo

Εικόνα: 36 woodstatue compressed image

Warning 
»  1er,

]  figure 1

. j

■JJild < Q'OB as
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Compressed Image
-*· □  a x Workmate □ ί  X

X ' H É S i l  iPM ttidäUte ... ·

* Name Value

3 d <256x256 doublt»
| x <256x256 double»

B xc <256x256 double»
Bans <256x256x3 uintS» (

Bhpp 0.7368 ί
3 « 30701

B™*p <255x3 double» i
Bmse 33.6564
Bpsnr 32.8601

i w J

Ccnramd History -H □ ί  X

r-htlp  vooEfress.it *

h i c r .hpp] *  vccapress( ' c ' , '

j - ’ aswdr', c c ' , ' k l t ' , ’maxloc

vco i^ re ssC u ', 'woodstatue.

d e le te ( ' voodscatue.wtc')

(-Icr.fcppJ •  vccapress f c ' , '

j - ' aswdr', c c ' , 'k it ','m a x lo o
: u n » « · l ' i l '  'vnM ararn ·

Στη συγκεκριμένη φωτογραφία είναι mse= 33.6564 και psnr= 32.8601.
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Με βήμα 2 το mse =6.4849e+003 και το psnr =10.0118

Εικόνα: 37 Ολόκληρο το Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 2

Με βήμα 5 το mse =3.6742e+003 και το psnr =12.4791.

Εικόνα: 38 Ολόκληρο το Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 5
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Με βήμα 8 το mse =2.4157e+003 και το psnr =14.3003

Εικόνα: 39 Ολόκληρο το Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 8

Με βήμα 10 το mse =1.3419e+003 και το psnr =16.8536.

Εικόνα: 40 Ολόκληρο το Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 10
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Με βήμα 12 το mse =399.4215 καν το psnr =22.1165

Original image Compressed image

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Εικόνα: 41 Ολόκληρο ίο O.A.K.A. με βήμα 12

Με βήμα 15 το mse =60.1104 και το psnr =30.3413.

Εικόνα: 42 Ολόκληρο το Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 15
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Με βήμα 2 το mse =6.0430e+003 και το psnr =10.3183.

Εικόνα: 43 Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 2

Με βήμα 5 το mse =2.4269e+003 και το psnr =14.2803.

Εικόνα: 44 Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 5
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Με βήμα 8 το mse =721.1377 και το psnr =19.5506

Εικόνα: 45 Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 8

Με βήμα 10 το mse =206.2716 και το psnr =24.9864.

Εικόνα: 46 Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 10
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Με βήμα 12 το mse =33.3542 και το psnr =32.8993

Εικόνα: 47 Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 12

Με βήμα 15 το mse =2.6759 και το psnr =43.8562.

Εικόνα: 48 Ο.Α.Κ.Α. με βήμα 15
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Example: 1.

%

% Compression and uncompression of a truecolor image 
% and computed MSE and PSNR error values.
% Compression parameters are the same as those used 

for example 3,
% but using the 'spiht_3d' method give better 

performance yet.

o
o

X = imread('wpeppers.jpg');
[cr,bpp] =

wcompress('c ',X,'wpeppers.wtc','spiht','maxloop',12)
Xc = wcompress('u ','wpeppers.wtc'); 
delete('wpeppers.wtc')
D = abs(double(X)-double(Xc)).A2 ; 
mse = sum(D(:))/numel(X) 
psnr = 10*logl0(255*255/mse)
% Display the original and the compressed image 
subplot(1,2,1); image(X); title('Original image'); 

axis square
subplot(1,2,2); image(Xc); title('Compressed image') 

axis square
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Example 2.

% Compression and uncompression of a grayscale image 
% and computed MSE and PSNR error values.
%
% Two measures are commonly used to quantify the error between 
% two images: the Mean Square Error(MSE) and the Peak Signal 
% to Noise Ratio (PSNR) which is expressed in decibels.
%
% This example demonstrates first how to compress the mask image 
% using the 'spiht' compression method and save it to the file 
% 'mask.wtc'.
% Then, it shows how to load the stored image from the file 
% 'mask.wtc', uncompress it and delete the file 'mask.wtc'.

load mask;
[cr,bpp] = wcompress('c ',X, 'mask.wtc','spiht', 'maxloop',12)
Xc = wcompress('u','mask.wtc') ; 
delete('mask.wtc')
D = abs(X-Xc).A2;
mse = sum(D(:))/numel(X)
psnr = 10*logl0(255*255/mse)
% Display the original and the compressed image 
colormap(pink(255))
subplot(1,2,1); image(X); title('Original image'); axis square 
subplot(1,2,2) ; image(Xc); title('Compressed image'); axis square
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Example 3.

% This example demonstrates first how to compress a 
% jpeg image using the 'stw' compression method and 
% save it to a file.
% Then, it shows how to load the stored image from 
% the file and display the step by step 

uncompression.

wcompress('c ','arms.jpg','comp_arms.wtc','stw'); 
wcompress('u ','comp_arms.wtc' , 'step');
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Example 4.

% This example demonstrates first how to compress a 
% jpeg image using the 'aswdr' compression method and 
% save it to a file.
% During the compression process 3 parameters are 

used:
% - Conversion color (cc) set to Karhunen-Loeve 

transform 'kit'
% - Maximum number of loops for computing (maxloop) 

set to 11
% - Plot type (plotpar) set to step by step display 
% Then, it shows how to load the stored image from 
% the file and display the step by step 

uncompression.

[cr, bpp] =
wcompress('c ', 'woodstatue.jpg','woodstatue.wtc' , ...

'aswdr','cc','kit','maxloop',11,'plotpar','step') 
wcompress('u ','woodstatue.wtc','step'); 
delete('woodstatue.wtc' )
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Τρόπος Υπολογισμού:

Στα παραδείγματα υπολογίζεται το μέσο τετραγωνικό λάθος (ΜδΕ) και ο μέγιστος 
σηματοθορυβικός λόγος (ΡδΝΙΙ).

Π D = abs(double(X)-double(Xc)).A2

Οι εικόνες X και Xc αναπαρίστανται ως δυσδιάστατοι πίνακες. Η συνάρτηση 
double(X) μετατρέπει όλα τα στοιχεία του δυσδιάστατου πίνακα X σε πραγματικούς 
διπλής ακρίβειας. Ο δυσδιάστατος πίνακας abs(double(X)-double(Xc)) είναι το 
απόλυτο της διαφοράς των δύο πινάκων/ εικόνων. Η πράξη abs(double(X)- 
double(Xc))A2 σημαίνει ύψωση στο τετράγωνο όλων των στοιχείων του πίνακα 
abs(double(X)-double(Xc)). Ο δυσδιάστατος πίνακας D επομένως αναπαριστά το 
τετραγωνικό λάθος μεταξύ των δύο εικόνων φια κάθε pixel των εικόνων.

2) mse = sum(D(:))/numel(X)

Με την εντολή sum(D(:)) αθροίζονται όλα τα στοιχεία του δυσδιάστατου πίνακα D, 
επομένως το sum(D(:)) είναι ένας αριθμός. Η εντολή numel(X) επιστρέφει τον αριθμό 
των στοιχείων του X, επομένως το sum(D(:))/numel(X) είναι το άθροισμα των 
τετραγωνικών λαθών μεταξύ των δύο εικόνων για όλα τα στοιχεία τους (pixels) δια 
τον αριθμό των στοιχείων (pixels), δηλαδή είναι το μέσο τετραγωνικό λάθος της 
συμπίεσης- αποσυμπίεσης.

3)ρ5ητ= 10*1θ5ΐ0(255*255/ιτΐ86)

Το ρ8πτ είναι ο μέγιστος σηματοθορυβικός λόγος της συμπίεσης/αποσυμπίεσης. Εδώ 
ως θόρυβο εννοούμε το μέσο τετραγωνικό λάθος.
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