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Περίληψη

Η παρούσα πτυχιακή εργασία έχει σκοπό να γνωρίσει τους αλγόριθµους ταξινόµησης
γραµµικού χρόνου. Συγκεκριµένα οι αλγόριθµοι γραµµικού χρόνου που παρουσιάζονται
είναι τρεις : η απαριθµιτική ταξινόµηση, η αριθµοτακτική και η ταξινόµηση µε δοχεία οι
οποίοι ϑα υλοποιηθούν µε την γλώσσα προγραµµατισµού C. Επίσης αναλύει τον χρόνο ε-
κτέλεσης τους και γίνεται µια σύγκριση µε τους αλγόριθµους ταξινόµησης των συγκριτικών
αλγορίθµων οι οποίοι ϐασίζονται στην σύγκριση. ΄Οσον αφορά για τους συγκριτικούς αλ-
γορίθµους αποδεικνύεται ότι µε την ϐοήθεια των δέντρων αποφάσεων και χρησιµοποιώντας
το κάτω ϕράγµα απαιτούν Ω(n logn) ϐήµατα η οποία είναι η ιδανικη χρήση για αυτούς
τους αλγόριθµους στην χειρότερη περίπτωση. Συµπερασµατικά ϐλέπουµε ότι οι αλγόριθ-
µοι γραµµικού χρόνου απαιτούν O(n) ϐήµατα και είναι η καλύτερη λύση µιας και είναι
γρηγορότεροι σε χρόνο εκτέλεση από τους συγκριτικούς αλγορίθµους.

Λέξεις Κλειδιά

Αλγόριθµοι γραµµικού χρόνου, απαριθµιτική ταξινόµηση, αριθµοτακτική ταξινόµηση,
ταξινόµηση µε δοχεία, χρόνος εκτέλεσης
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Abstract

This present thesis study aims to show the algorithms sort linear time. Specifically,
the linear time algorithms presented here are these three: the counting sort, the radix sort
and bucket sort with containers to be implemented with the programming language C. It
also analyzes the execution time and compares with the sorting algorithms comparative
algorithms which are based on comparison. With regard to the comparative algorithms
it is proved that by means of decision trees and the use of the lower bound requires
Ω(n logn) steps which is ideal for using these algorithm in worst case scenarios. In
conclusion we see that linear time algorithms require O(n) steps and they are the best
solution as they are faster in execution time than by comparative algorithms.

Keywords

Algorithms linear time, counting sort, radix sort, bucket sort, execution time
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Αντικείµενο της εργασίας

Ο όρος αλγόριθµος είναι ο ϑεµελιώδης στον τοµέα της πληροφορικής. Λέγοντας αλ-
γόριθµο εννοούµε την διαδικασία για την επίλυση κάποιων υπολογιστικών προβληµάτων.
Χωρίς τους αλγόριθµους δεν ϑα µπορούσε να γίνει η υλοποίηση των προγραµµάτων, δεν ϑα
υπήρχαν υπολογιστικά συστήµατα και δεν ϑα µπορούσαν να αντιµετωπισθούν τα προβλήµα-
τα που υπάρχουν στην πληροφορική και σε άλλους τοµείς όπως της ιατρικής, της τεχνικής
νοηµοσύνης κ.ά. Η σχεδίαση των αλγόριθµων ϐοήθησε πολλούς προγραµµατιστές να τους
υλοποιήσουν µε την χρήση διάφορων γλωσσών προγραµµατισµού όπως C, C++, Java κ.ά.

Η ανάλυση των αλγόριθµων παίζει σηµαντικό ϱόλο στην επιστήµη της πληροφορικής.
Με την ανάλυση µπορεί ένας αλγόριθµος να υπολογίσει την πολυπλοκότητά του, δηλαδή να
υπολογίσει τον χρόνο εκτέλεσης του αλγόριθµου καθώς επίσης και το χώρο µνήµης. ΄Ενας
αλγόριθµος µπορεί να αναλυθεί σε τρεις περιπτώσεις : την καλύτερη περίπτωση, την µέση
περίπτωση και την χειρότερη περίπτωση. Για παράδειγµα ένας αλγόριθµος που έχει πολυ-
πλόκοτηα O(n logn) ϑα ϐρίσκεται στην καλύτερη περίπτωση, ένας άλλος αλγόριθµος που
ϑα έχει πολυπλοκότητα O(n2) ϑα ϐρίσκεται στη χειρότερη περίπτωση. Συνήθως η χειρότερη
περίπτωση αφορά για το µέγιστο κόστος ενός αλγορίθµου ενώ η καλύτερη περίπτωση αφορά
το ελάχιστο κόστος. Για κάθε αλγόριθµο ϑα πρέπει να µετρηθεί ο χρόνος εκτέλεσης και να
ϐρεθεί σε ποια περίπτωση ανήκει.

΄Εχει διαπιστωθεί πως το πρόβληµα της ταξινόµησης είναι το ϑεµελιώδης πρόβληµα στους
αλγορίθµους, για το λόγο αυτό σχεδιάστηκαν αλγόριθµοι ταξινόµησης που είναι αποδοτικοί.
Λέγοντας ταξινόµηση εννοούµε τον τρόπο οργάνωσης και τακτοποίησης κάποιων στοιχείων
έτσι ώστε να είναι στη σωστή σειρά και να είναι εύκολο η επεξεργασία τους, και η τροποπο-
ίηση. ΄Ενα παράδειγµα που χρησιµοποιείται η ταξινόµηση στην καθηµερινή µας Ϲωή είναι η
ταξινόµηση των ϐιβλίων µε ϐάση τις επιστήµες, στα αρχεία, στους τηλεφωνικούς καταλόγους
κ.ά. ΄Οσον αφορά για την πληροφορική η ταξινόµηση είναι η διαδικασία που τοποθετεί το
κάθε στοιχείο σε ένα πίνακα στη σωστή ϑέση µε την σειρά. Συνήθως τα στοιχεία µπορεί να
είναι αριθµοί ή και αλφαριθµητικά. Για τον λόγο αυτό σχεδιάστηκαν αλγόριθµοι ταξινόµη-
σης. Οι αλγόριθµοι ταξινόµησης χωρίζονται σε δύο κατηγορίες τους συγκριτικούς και τους
µη συγκριτικούς όπου ϑα αναλυθούν στην πτυχιακή εργασία παρακάτω.

• Συγκριτικοί: είναι οι αλγόριθµοι που ϐασίζονται στην σύγκριση και στην αντιµετάθεση
µεταξύ των στοιχείων. Θεωρούνται από τους πιο γνωστούς αλγόριθµους της ταξινόµη-
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σης. Επίσης έχει αποδειχθεί ότι οι συγκριτικοί αλγόριθµοι χρησιµοποιούν ένα κάτω
ϕράγµα µε την ϐοήθεια των δέντρων αποφάσεων. Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν οι
αλγόριθµοι όπως ταξινόµηση µε εισαγωγή, ταξινόµηση µε επιλογή, ταξινόµηση µε ϕυ-
σαλίδα, γρήγορη ταξινόµηση, ταξινόµηση µε συγχώνευση και η ταξινόµηση µε σωρό.

• Μη συγκριτικοί: είναι οι αλγόριθµοι ταξινόµησης που ϐασίζονται σε διάφορες τεχνι-
κές, όπως στον προσδιορίσµό των στοιχείων της σωστής ϑέσης και σειρά. Επίσης οι
µη συγκριτικοί αλγόριθµοι είναι οι αλγόριθµοι ταξινόµησης γραµµικού χρόνου. Οι
αλγόριθµοι αυτοί δεν ϐασίζονται σε συγκρίσεις. ΄Ενα πλεονέκτηµα που έχουν είναι ότι
είναι αποδοτικοί από τους συγκριτικούς επειδή έχουν χρόνο εκτέλεσης O(n) δηλαδή
ο χρόνος είναι γραµµικού χρόνου και ϑεωρείται ιδανικός χρόνος για ένα αλγόριθµο
που ϑέλει να ταξινοµήσει τα στοιχεία του σε ένα πίνακα. ΄Αρα οι αλγόριθµοι αυτής της
κατηγορίας ϑεωρούνται ιδανικοί και καλύτεροι σε χρόνο. Οπότε είναι ταχύτεροι από
τους συγκριτικούς. Οι πιο γνωστοί αλγόριθµοι ταξινόµησης σε γραµµικό χρόνο είναι
η απαριθµιτική ταξινόµηση, η αριθµοτακτική ταξινόµηση, η ταξινόµηση µε δοχεία.

Στην συγκεκριµένη πτυχιακή εργασία ϑα ασχοληθούµε µε τους αλγόριθµους ταξινόµη-
σης γραµµικού χρόνου. Στόχος της εργασία είναι να υλοποιηθούν οι αλγόριθµοι ταξινόµησης
γραµµικού χρόνου µε την γλώσσα προγραµµατισµού C, να αναλυθεί η πολυπλοκότητά τους
και να αποδειχθεί ότι είναι καλύτεροι και γρηγορότεροι σε χρόνο εκτέλεσης. Επίσης να
συγκριθεί ο χρόνος εκτέλεσης µε τους αλγόριθµους ταξινόµησης της κατηγόριας των συ-
γκριτικών.

1.2 ∆ιάρθωση της εργασίας

Η πτυχιακή εργασία έχει προγραµµατιστεί ως εξής :
Στο Κεφάλαιο 2 γίνεται µία εισαγωγή στους αλγόριθµους, ορίζεται η έννοια του αλγόριθ-

µου, καθώς παρουσιάζεται η ανάλυση των αλγορίθµων.
Στο Κεφάλαιο 3 ορίζεται ο ασυµπτωτικός συµβολισµός ο οποίος εφαρµόζεται για τον

υπολογισµό χρόνου µε µεγάλο µέγεθος εισόδου. Επίσης ορίζονται οι συµβολισµοί O,Θ,Ω.
Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται οι συγκριτικοί αλγόριθµοι ταξινόµησης. Για κάθε αλ-

γόριθµο παρουσιάζεται µε τη µορφή ενός ψευδοκώδικα, καθώς αναλύεται η πολυπλοκότητα
του. Επίσης γίνεται η µελέτη του κάτω ϕράγµατος για τους συγκριτικούς αλγόριθµους µε
την ϐοήθεια των δέντρων αποφάσεων. Με την χρήση των δέντρων αποφάσεων ϑα αποδει-
χθεί ότι για οποιοδήποτε συγκριτικό αλγόριθµο απαιτεί Ω(n logn) συγρίσεις στην χειρότερη
περίπτωση, η οποία ϑα είναι η ιδανική περίπτωση για αυτούς τους αλγορίθµους.

Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζονται οι αλγόριθµοι ταξινόµησης γραµµικού χρόνου καθώς
και η πολυπλοκότητα τους.

Στο Κεφάλαιο 6 συγκρίνονται οι δύο κατηγορίες των αλγόριθµων ταξινόµησης που µελε-
τήθηκαν στην πτυχιακή ως προς τον χρόνο εκτέλεσης τους καθώς παρουσιάζεται η υλοποίηση
των αλγόριθµων ταξινόµησης γραµµικού χρόνου.

Στο Κεφάλαιο 7 παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από την εργασία.
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Κεφάλαιο 2

Εισαγωγή στους αλγορίθµους

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µία εισαγωγή στους αλγορίθµους, στην έννοια του αλγόριθµου
καθώς και στην ανάλυση τους.

2.1 Αλγόριθµοι

Οι αλγόριθµοι εµφανίζονται κυρίως στον τοµέα της πληροφορικής, καθώς και σε άλλους
τοµείς όπως των µαθηµατικών, της ιατρικής κ.ά. Ο πρώτος αλγόριθµος ανακαλύφθηκε από
τον µαθηµατικό Ευκλείδη για τον υπολογισµό του κοινού διαιρέτη δύων ακέραιων αριθµών.
Υπάρχουν πολλές έννοιες που έχουν δοθεί για τον αλγόριθµο. Γενικά ο αλγόριθµος είναι µια
διαδικασία που εφαρµόζεται συχνά για την εκτέλεση και την επίλυση κάποιων προβληµάτων.
Πιο αναλυτικά παρακάτω δίνεται ο ορισµός του αλγόριθµού.

Ορισµός 2.1. �Με τον όρο αλγόριθµο εννοούµε µια πεπερασµένη σειρά ϐηµάτων, αυστηρά

καθορισµένων σε πεπερασµένο χρόνο για την εκτέλεση ενός προβλήµατος� [2].

΄Ενας αλγόριθµος έχει κάποια χαρακτιριστικά όπως:

• Είσοδος: Στην είσοδο περιλαµβάνονται όλα τα στοιχεία που είναι απαραίτητα για την
επεξεργασία τους όσο και για την εκτέλεση του αλγόριθµου.

• ΄Εξοδος: Κατά την εκτέλεση του αλγόριθµου παράγονται ένα ή περισσότερα αποτε-
λέσµατα. Το αποτέλεσµα είναι η έξοδος.

• Πεπερασµένος: Ο αλγόριθµος ϑα πρέπει να τερµατίζει σε κάποιο πεπερασµένο αριθ-
µό ϐηµάτων µέχρι τον τερµατισµό του.

• Αποτελεσµατικός: Ο αλγόριθµος ϑα πρέπει στο τέλος η λύση να είναι αποτελεσµατι-
κή.

• Αναλυτικός: Ο αλγόριθµος ϑα πρέπει να είναι αναλυτικά γραµµένος µε τέτοιο τρόπο
ώστε να είναι κατανοητός [9].

�Για την υλοποίηση ενός αλγόριθµου ϑα πρέπει να ακολουθήσουν κάποια ϐήµατα:
Αρχικά πριν την σχεδίαση του αλγόριθµου ϑα πρέπει να διατυπωθεί το πρόβληµα. Στο
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δεύτερο ϐήµα ϑα πρέπει να υπάρχει κατανόηση του πρόβληµατος απο τον ίδιο τον προ-
γραµµατιστή έτσι ώστε να µπορεί να το υλοποιήσει τον αλγόριθµο. Στο τρίτο ϐήµα είναι η
υλοποίηση του προβλήµατος για την επίλυση του. Τέλος γίνεται ο έλεγχος του προβλήµατος
και µετά η παρουσίαση� [3].

Οι αλγόριθµοι εφαρµόστηκαν για την επίλυση ενός προβλήµατος π.χ. στο πρόβληµα
της ταξινόµησης, στο πρόβληµα της αναζήτησης, στον υπολογισµό παραγοντικού κ.ά. Μέχρι
σήµερα έχουν σχεδιαστεί πολλοί αλγόριθµοι. Στη συνέχεια αναφέρονται κάποια είδη αλγο-
ϱίθµων όπως: οι αλγόριθµοι ταξινόµησης, οι αναδροµικοί αλγόριθµοι, οι ϐέλτιστοι αλγόριθ-
µοι, οι αλγόριθµοι διαίρει και ϐασίλευε. Εκτός από αυτά υπάρχουν και άλλα πάρα πολλά
είδη αλγόριθµων που µπορεί να συναντήσει κάποιος αναγνώστης.

• Αλγόριθµοι ταξινόµησης: Οι αλγόριθµοι ταξινόµησης είναι µια τεχνική οι οποίοι
σχεδιάστηκαν για την τακτοποίηση στοιχείων έτσι ώστε να είναι εύκολο η αναζήτηση
τους και να είναι σε σειρά. Τα στοιχεία µπορεί να αποθηκευτούν σε πίνακα, σε δοµή
δεδοµένων, σε σωρούς κ.ά. Οι αλγόριθµοι αυτοί χωρίζονται σε δύο κατηγορίες τους
συγκριτικούς και τους µη συγκριτικούς οι οποίοι ϑα αναλυθούν στα επόµενα κεφάλαια.

• Αναδροµικοί αλγόριθµοι: Είναι οι αλγόριθµοι οι οποίοι όταν επιλύουν ένα πρόβλη-
µα, καλούν τον εαυτό τους αναδροµικά µία ή περισσότερες ϕορές.

• Βέλτιστοι αλγόριθµοι: Βέλτιστοι χαρακτηρίζονται οι αλγόριθµοι στη περίπτωση όταν
δεν µπορεί να υπάρχει αλγόριθµος µε καλύτερη πολυπλοκότητα από κάποιον άλλον
αλγόριθµο.

• ∆ιαίρει και ϐασίλευε: Είναι οι αλγόριθµοι ταξινόµησης που διασπούν το πρόβλη-
µα σε διάφορα υποπροβλήµατα για την επίλυση τους χρησιµοποιώντας την αναδροµή.
Τέτοιου είδους αλγόριθµων είναι η συγχωνευτική ταξινόµηση (merge sort) και η γρήγο-
ϱη ταξινόµηση (quick sort).

.
Επίσης ένας αλγόριθµος µπορεί να αναπαρασταθεί µε την µορφή ψευδόγλωσσας όπως

απεικονίζεται στο παράδειγµα του αλγόριθµου για τον υπολογισµού αθροίσµατος (ϐλ.2.1),
είτε µε την χρήση µιας γλώσσα προγραµµατισµού όπως π.χ. C, C++ κ.ά., είτε µε την
χρήση ενός διαγράµµατος ϱοής δεδοµένων. ΄Ενα διάγραµµα ϱοής δεδοµένων αποτελείται
από γεωµετρικά σχήµατα όπως ϱόµβος, έλλειψη, ορθογώνιο, παραλληλόγραµµα τα οποία
συνδέονται µε ϐέλη. Τα διαγράµµατα αυτά είναι σχεδιασµένα κατάλληλα για την περιγραφή
ενός αλγόριθµου. ΄Οσον αφορά για τα σχήµατα η έλλειψη συµβολίζει την αρχή και το τέλος
ενός αλγόριθµου, το ορθογώνιο για την εκτέλεση των πράξεων, και το παραλληλόγραµµο
δηλώνει για την είσοδο και την έξοδο των στοιχείων.
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Αλγοριθµος 2.1: Αλγόριθµος υπολογισµού αθροίσµατος σε µορφή ψευδοκώδικας

1: sum ← 0
2: i ← 1
3: while i ≤ n do
4: sum ← sum + i
5: i ← i + 1
6: end while

Σχήµα 2.1: Σύµβολα διαγράµµατος ϱοής δεδοµένων

2.2 Προβλήµατα αλγόριθµων

Στην επιστήµη της πληροφορικής ο αλγόριθµος ϑεωρείται σηµαντικός στον προγραµµα-
τισµό. Υπάρχουν πολλά προβλήµατα στην πληροφορική τα οποία εντοπίζονται και τα οποία
µε τους αλγόριθµους έχουν λυθεί. Μερικά προβλήµατα έχει αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει κα-
τάλληλος αλγόριθµος για την επίλυση του. Τα προβλήµατα τα όποια έχουν αποδειχθεί ότι
υπάρχει αλγόριθµος για αυτά και µπορούν να λυθούν λέγονται επιλύσιµα προβλήµατα και
ανήκουν στην κλάση P (Polynomial) ενώ τα προβλήµατα τα οποία δεν έχει ϐρεθεί κάποιος
αλγόριθµος για την επίλυση τους λέγονται άλυτα προβλήµατα και ανήκουν στην κλάση NP
(Non polynomial).

΄Ενα πρόβληµα που υπάρχει στο τοµέα της πληροφορικής είναι το πρόβληµα της τα-
ξινόµησης όπως αναφέρθηκε προηγουµένως. Η ταξινόµηση αποτελεί σηµαντικό στοιχείο
στον κλάδο της πληροφορικής, την οποία πολλές ϕορές την χρησιµοποιούν οι προγραµµα-
τιστές σε προγράµµατα που ϑέλουν να υλοποιήσουν. ΄Ενα παράδειγµα για το πρόβληµα της
ταξινόµησης είναι ως εξής :

Παράδειγµα 2.1. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα πίνακα µη ταξινοµηµένο µε είσοδο [2,3,4,1,5,6],

στην έξοδο ϑα πρέπει να προκύψει το αποτέλεσµα [1,2,3,4,5,6] έτσι ώστε το µικρότερο στοιχείο

του πίνακα να είναι στην πρώτη ϑέση και το µεγαλύτερο στην τελευταία ϑέση. Αν προκύψει το

αποτέλεσµα τότε ο πίνακας ϑα είναι ταξινοµηµένος.

Σε αυτό το σηµείο έχουν σχεδιαστεί αλγόριθµοι ταξινόµησης για την επίλυση του προ-
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ϐλήµατος της ταξινόµησης, οι οποίοι ϑα αναφερθούν στα παρακάτω κεφάλαια.

2.3 Η ανάλυση των αλγορίθµων

Η ανάλυση των αλγορίθµων είναι σηµαντική για τον χρόνο εκτέλεσης που απαιτεί ένας
αλγόριθµος για την επίλυση κάποιου προβλήµατος. ΄Οταν υλοποιηθεί σε µια γλώσσα προ-
γραµµατισµού ένας αλγόριθµος, ϑα πρέπει να υπολογισθεί η πολυπλοκότητά του, δηλαδή
να υπολογισθεί σε πόσο χρόνο ϑα εκτελεσθεί ο αλγόριθµος µετά από κάποια πεπερασµένα
ϐήµατα. Οι πράξεις για τον υπολογισµό του χρόνου εκτέλεσης είναι οι συγκρίσεις µεταξύ
των στοιχείων, ο πολλαπλασιασµός, η διαίρεση. Επίσης το πόσο αποδοτικός είναι ένας αλ-
γόριθµος εξαρτάται από το πόσο γρήγορα εκτελείται. ΄Ετσι η αποδοτικότητα είναι ένα µέρος
της ανάλυσης.

Επίσης το πόσο είναι ένας αλγόριθµος ϐέλτιστος παίζει σηµαντικό ϱόλο στην ανάλυση
των αλγορίθµων για το πρόβληµα. Αντίθετα αν ο αλγόριθµος δεν είναι ϐέλτιστος, ϑα πρέπει
να εξεταστεί κατά πόσο µπορεί να γίνει ϐέλτιστος, ή το πολύ µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένας
άλλος αλγόριθµος που ϑα είναι αποδοτικός.

Γενικά ο χρόνος εκτέλεσης υπάρχει περίπτωση να µην είναι σταθερός αλλά να µεταβάλ-
λεται. Αυτό εξαρτάται από τον υπολογιστή, από το χώρο µνήµης, από την γλώσσα προ-
γραµµατισµού και την κλάση που ανήκει ένας αλγόριθµος. Για το λόγο αυτό ως προς την
πολυπλοκότητα χρησιµοποιείται ένας συµβολισµός που ονοµάζεται Ο (όµικρον µεγάλο κε-
ϕαλαίο). Με ϐάση τον συµβολισµό αυτόν έχουν ορισθεί κάποιες κατηγορίες ανάλογα µε τον
χρόνο εκτέλεσης.

Λογαριθµικού χρόνου O(logn): Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν οι αλγόριθµοι που
έχουν χρόνο εκτέλεσης O(logn) και ο χρόνος εκτέλεσης είναι λογαριθµικός µε ϐάση το
δύο. Για παράδειγµα αν έχουµε ένα πλήθος στοιχείων n σε ένα πίνακα A[n], τότε ο χρόνος
εκτέλεσης ϑα είναι logn. Οι αλγόριθµοι αυτής της κατηγόριας είναι ταχύτεροι και για
µεγάλο µέγεθος στοιχείων µπορούν να εκτελεστούν σε πολύ µικρό χρόνο. Μπορούµε να
πούµε λογαριθµικού χρόνου είναι η ταξινόµηση µε συγχώνευση (merge sort) και η γρήγορη
ταξινόµηση (quick sort).

Γραµµικού χρόνου O(n): Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν οι αλγόριθµοι που έχουν
χρόνο εκτέλεσης O(n). ΄Εχει αποδειχθεί ότι είναι οι καλύτεροι αλγόριθµοι και γρηγορότεροι
σε χρόνο εκτέλεσης καθώς µπορούµε να τους πούµε ϐέλτιστους αλγόριθµους. Για παράδειγ-
µα αν ένας πίνακας παράγει n στοιχεία στην είσοδο τότε ο χρόνος εκτέλεσης ϑα είναι O(n).
΄Οταν ένας αλγόριθµος εκτελείται σε χρόνο γραµµικό τότε λέµε ότι ανήκει στην τάξη O(n).

Σταθερού χρόνου O(1): Στην κατηγορία αυτή ανήκουν οι αλγόριθµοι όπου ο χρόνος
εκτέλεσης είναι πάντα σταθερός και δεν µεταβάλλεται.

Πολυωνυµικού χρόνου O(n2): Στην κατηγορία αυτή ανήκουν οι αλγόριθµοι όπου ο
χρόνος εκτέλεσης τους είναι O(n2) και είναι τετραγωνικός και µπορεί να χρησιµοποιηθεί
µόνο όταν το µέγεθος πίνακα είναι µικρό.

Εκθετικού χρόνου: Στην κατηγορία αυτή ανήκουν οι αλγόριθµοι όπου ο χρόνος εκτέλε-
σης είναι εκθετικός και όταν το µέγεθος n διπλασιάζεται ο χρόνος εκτέλεσης τετραγωνίζεται.

Γραµµολογαριθµικού χρόνου O(n logn): Στην κατηγορία αυτή ανήκουν οι αλγόριθµοι
όπου ο χρόνος εκτέλεσης είναι O(n logn) και συνήθως ανήκουν οι αλγόριθµοι που για την
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επίλυση τους διαιρούν το πρόβληµα σε µικρότερα υποπροβλήµατα τα οποία επιλύονται και
στη συνέχεια συνδυάζουν τις λύσεις τους έτσι ώστε να προκύψει το αποτέλεσµα. Τέτοιου
είδους αλγόριθµων ανήκουν η γρήγορη ταξινόµηση και η ταξινόµηση µε συγχώνευση [9].

25





Κεφάλαιο 3

Ασυµπτωτικός συµβολισµός

΄Οπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο για να υπολογισθεί ο χρόνος εκτέλεσης ενός
αλγόριθµου ϑα πρέπει να υπολογισθούν τα ϐήµατα ενός αλγορίθµου. Υπάρχουν

αλγόριθµοι όπου το µέγεθος στην είσοδο είναι αρκετά µεγάλο δηλαδή όταν το n → ∞.
Στην περίπτωση αυτή µιλάµε για ασυµπτωτικό συµβολισµό. Ο ασυµπτωτικός συµβολισµός
χρησιµοποιείται σε περιπτώσεις όπου το µέγεθος στην είσοδο είναι αρκετά πολύ µεγάλο. Σε
αυτό το κεφάλαιο ϑα ορισθούν οι ασυµπτωτικοί συµβολισµοί Θ, O,Ω.

3.1 Συµβολισµος Θ

Ο συµβολισµός Θ ορίζει ένα άνω ϕράγµα και ένα κάτω ϕράγµα. ΄Ετσι λέµε ότι ο συµβο-
λισµός Θ είναι ασυµπτωτικά ϕραγµένος άνω και κάτω. Για την κατανόηση ϑα ορίσουµε τον
συµβολισµό Θ.

Ορισµός 3.2. Θ(g(n)) = {f (n): υπάρχουν ϑετικές σταθερές c1,c2 και n0 τέτοιες ώστε

0 ≤ c1g(n) ≤ f (n) ≤ c2g(n) για κάθε n ≥ n0 }.

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι για κάποια δεδοµένη g(n) συνάρτηση,
το Θ(g(n)) είναι το σύνολο των συναρτήσεων. ΄Αρα η συνάρτηση f (n) ∈ Θ(g(n)) ή f (n) =

Θ(g(n)), αν υπάρχουν σταθερές c1, c2, τέτοιες ώστε η f (n) να κινείται µεταξύ των c1g(n)
και c2g(n), για µεγάλες τιµές του n. Παρακάτω στην εικόνα 3.1 ϐλέπουµε την γραφική
αναπαράσταση της f (n) = Θ(g(n)). Από την γραφική αναπαράσταση της f (n) = Θ(g(n)) για
τιµές µεγαλύτερες του n παρατηρείται ότι η c1g(n) κινείται πάνω από την f (n) και η c2g(n)
κινήται κάτω από την f (n).

Επίσης η συνάρτηση f (n) = Θ(g(n)) ϑα πρέπει να είναι συµπτωτικά µη αρνητικά, δηλαδή
η f (n) να περιλαµβάνει τιµή ϑετική και όχι αρνητική από κάποια τιµή του n. Αν περιλαµβάνει
αρνητικές τιµές τότε το σύνολο Θ(g(n)) ϑα είναι κενό [8].

3.2 Συµβολισµος Ο

΄Οπως είδαµε στην προηγούµενη ενότητα ο συµβολισµός Θ αποτελεί άνω και κάτω ϕράγ-
µα. Ο συµβολισµός Ο αποτελεί ένα άνω ϕράγµα, και χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό
πολυπλοκότητας στην χειρότερη περίπτωση. Πιο συγκεκριµένα ϑα ορίσουµε τον συµβολισµό
Ο. Για µια συνάρτηση g(n) ο συµβολισµός O(g(n)) διαβάζεται όµικρον κεφαλαίο του g(n) και
το g(n) είναι ένα σύνολο συναρτήσεων.
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Εικόνα 3.1: f (n) = Θ(g(n)) [15]

Ορισµός 3.3. O(g(n))={f (n)): υπάρχουν ϑετικές σταθερές c και n0 τέτοιες ώστε 0 ≤ f (n) ≤
cg(n) για κάθε n ≤ n0.

Η συνάρτηση f (n) = O(g(n)) δηλώνει ότι η f (n) ανήκει στο σύνολο O(g(n)). Πιο συγκε-
κριµένα σύµφωνα µε τον ορισµό προκύπτει ότι για κάθε n > n0 υπάρχουν σταθερές c και n0

τέτοιες ώστε να ισχύει 0 ≤ f (n) ≤ cg(n). Παρακάτω στην εικόνα 3.2 ϐλέπουµε την γραφική
αναπαράσταση της f (n) = O(g(n)).

Εικόνα 3.2: f (n) = O(g(n)) [15]

Από την γραφική αναπαράσταση παρατηρείται πως η τιµή της f (n) κινείται κάτω από την
cg(n) για µεγάλες τιµές του n0. Αρα ο συµβολισµός O ορίζει ένα ϕράγµα άνω στην χειρότερη
περίπτωση. Επίσης ο συµβολισµός O µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να περιγράψει τον χρόνο
εκτέλεσης ενός αλγόριθµου [8].

3.3 Συµβολισµος Ω

Ο ασυµπτωτικός συµβολισµός Ω ορίζει ένα κάτω ϕράγµα. Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε
n ≤ n0, υπάρχουν ϑετικές σταθερές c και n0 τέτοιες ώστε 0 ≤ cg(n) ≤ f (n). Ο συµβολισµός
f (n) = Ω(g(n)) διαβάζεται ωµέγα κεφαλαίο του g(n). Πιο συγκεκριµένα ας ορίσουµε τον
συµβολισµό του Ω.

Ορισµός 3.4. Ω(g(n))={f (n) υπάρχουν ϑετικές σταθερές c και n0 τέτοιες ώστε 0 ≤ cg(n) ≤
f (n) για κάθε n ≤ n0}.
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3.3 Συµβολισµος Ω

Παρακάτω στην εικόνα 3.3 ϐλέπουµε την γραφική αναπαράστασης της συνάρτησης
f (n) = Ω(g(n)) [8].

Εικόνα 3.3: f (n) = Ω(g(n)) [15]
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Κεφάλαιο 4

Αλγόριθµοι ταξινόµησης

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι αλγόριθµοι ταξινόµησης που ανήκουν στην κα-
τηγορία των συγκριτικών αλγορίθµων ταξινόµησης (sorting algorithms comparative),

µε κάποια παραδείγµατα καθώς µελετάται και η ανάλυση τους η οποία ϐασίζεται στις συ-
γκρίσεις µεταξύ των στοιχείων. Μετρώντας των αριθµό των συγκρίσεων των στοιχείων και των
µεταθέσεων προκύπτει ο χρόνος εκτέλεσης. Στο τέλος του κεφαλαίου ϑα αποδειχθεί ότι µε
την χρήση των δέντρων αποφάσεων για τους συγκριτικούς αλγορίθµους υπάρχει ένα κάτω
ϕράγµα το οποίο για να ταξινοµηθούν n αριθµοί, στη χειρότερη περίπτωση απαιτεί Ω(n logn)
αριθµό συγκρίσεων.

4.1 Ενθετική ταξινόµηση

Η ενθετική ταξινόµηση ή αλλιώς ταξινόµηση µε εισαγωγή (insertion sort) ανήκει στη
κατηγορία των συγκριτικών αλγορίθµων και η υλοποίηση ϑεωρείται απλή. Επίσης είναι
γρήγορος ο αλγόριθµος όταν το µέγεθος της εισόδου είναι µικρό όπου ο χρόνος εκτέλεσης
στην καλύτερη περίπτωση απαιτεί O(n) ϐήµατα εφόσον είναι ταξινοµηµένος. Παρακάτω
ϐλέπουµε τον αλγόριθµο της ενθετικής ταξινόµησης (ϐλπ. 4.1).

Ο αλγόριθµος αυτός χρησιµοποιείται για την ταξινόµηση των στοιχείων που ϐρίσκονται
σε έναν πίνακα A[n], όπου n είναι το µέγεθος του πίνακα, και σαρώνοντας τον πίνακα
από τα αριστερά προς τα δεξιά συγκρίνονται όλα τα στοιχεία από την αρχή του πίνακα.
Η ταξινόµηση αυτή κάνει συνεχώς συγκρίσεις µεταξύ των στοιχείων από τα αριστερά προς
τα δεξιά. Πιο αναλυτικά παίρνουµε το στοιχείο από τα µη ταξινοµηµένα και ϐρίσκουµε τη
σωστή ϑέση του, και αφού ϐρεθεί η σωστή ϑέση εισάγεται στη ϑέση του, και τα υπόλοιπα
στοιχεία µετακινούνται µια ϑέση προς τα δεξιά. Η διαδικασία ϑα συνεχιστεί µε το ίδιο τρόπο
και ϑα τερµατίσει µέχρι το τελευταίο στοιχείο που ϑα είναι στην σωστή ϑέση. Η διαδικασία
αυτή µοιάζει σαν την τακτοποίηση των ϕύλλων µιας τράπουλας, παίρνοντας τα δέκα ϕύλλα
τοποθετώντας µε την σειρά από τα αριστερά προς τα δεξιά [8].

Παρακάτω στον πίνακα 4.1 απεικονίζεται η ταξινόµηση µε εισαγωγή ενός πίνακα πέντε
στοιχείων Α=[3 5 2 1 4].

Αρχικά η ταξινόµηση ξεκινάει από το πρώτο στοιχείο που ϐρίσκεται στην πρώτη ϑέση
που είναι το 3, και συγκρίνεται µε το δεύτερο στοιχείο στην δεύτερη ϑέση που είναι το 5.
Παρατηρείται ότι δεν ϑα γίνει κάποια ανταλλαγή των στοιχείων αφού το 3 είναι µικρότερο
από το 5, οπότε παραµένει στην ϑέση του.
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Αλγοριθµος 4.1: Αλγόριθµος ενθετικής ταξινόµησης [8]

Insertion_sort (A,n }
for ( int j =2; j <n; j ++)
{
κλειδί = A[ j ]
\\Εισάγουµε το A[ j ]
\\στη ταξινοµηµένη ακολουθία
i =j −1;
while ( i >0; && A[ i ] >κλειδί )

{
A [ i +1]=A[ i ] ;
i =i −1;

}
A[ i +1]=κλειδί
}

3 5 2 1 4
3 5 2 1 4
3 5 2 1 4
2 3 5 1 4
1 2 3 5 4

1 2 3 4 5

Πίνακας 4.1: Ταξινόµηση µε εισαγωγή

Συνεχίζοντας µε το δεύτερο στοιχείο το 5 που ϐρίσκεται στην δεύτερη ϑέση του πίνακα ϑα
παραµείνει στη ϑέση του, αφού το 3 είναι µικρότερο από το 5. Στην συνέχεια προχωρώντας
στην τρίτη ϑέση που είναι το στοιχείο 2 ϑα συγκριθεί µε το στοιχείο 3 που ϐρίσκεται στην
πρώτη ϑέση, και το στοιχείο 2 ϑα εισαχθεί στη πρώτη ϑέση αφού είναι µικρότερο από το 3,
και το στοιχείο 3 ϑα µετακινηθεί µια ϑέση στα δεξιά του πίνακα δηλαδή στην δεύτερη ϑέση
καθώς και τα υπόλοιπα στοιχεία µία ϑέση δεξιά, και ο πίνακας ϑα είναι ως εξής : Α=[2 3 5 1
4].

Πηγαίνοντας στη τέταρτη ϑέση που ϐρίσκεται το στοιχείο 1 ϑα µετακινηθεί στην πρώτη
ϑέση µιας και είναι το µικρότερο στοιχείο του πίνακα, και το στοιχείο 2 που ϐρίσκεται στην
πρώτη ϑέση ϑα µετακινηθεί µία ϑέση δεξιά δηλαδή στην δεύτερη ϑέση µαζί και τα υπόλοιπα
στοιχεία ϑα µετακινηθούν στα δεξιά και έτσι ο πίνακα ϑα είναι ο Α=[1 2 3 5 4].

Τέλος µε το στοιχείο 4 που ϐρίσκεται στην τελευταία ϑέση ϑα συγκριθεί µε το στοιχείο
5 που ϐρίσκεται στην τέταρτη ϑέση και ϑα µετακινηθεί στην τέταρτη ϑέση µιας και το 4
είναι µικρότερο από το πίνακα. Στο σηµείο αυτό η ταξινόµηση τελειώνει και ο πίνακας είναι
ταξινοµηµένος µε την σειρά. Οπότε ο πίνακας είναι Α=[1 2 3 4 5].
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4.1 Ενθετική ταξινόµηση

ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑΣ: Ο χρόνος εκτέλεσης της ενθετικής ταξινόµησης εξαρ-
τάται από το πλήθος των στοιχείων που υπάρχουν στη είσοδο ενός πίνακα. ΄Οσο περισσότερα
στοιχεία υπάρχουν στον πίνακα τόσο περισσότερο χρόνο χρειάζεται για να εκτελεστεί ο χρόνος
εκτέλεσης. Αντίθετα όσο λιγότερα στοιχεία υπάρχουν στον πίνακα τόσο πιο γρήγορα ϑα ε-
κτελεστεί. Αν είχαµε στη είσοδο τέσσερα στοιχεία ϑα χρειαζόταν λιγότερο χρόνο να εκτελεστεί
γρηγορότερα, από ότι αν είχαµε πεντακόσια στοιχεία στην είσοδο. Αυτό σηµαίνει ότι ο χρόνος
εκτέλεσης γίνεται αργός καθώς αυξάνεται το µέγεθος του πίνακα. Για τον υπολογισµό του
χρόνου εκτέλεσης υπολογίζονται τα ϐήµατα των συγκρίσεων και των επαναλήψεων.

΄Εχει αποδειχθεί ότι ο αλγόριθµος της ταξινόµησης µε εισαγωγή (insertion sort) στην
καλύτερη περίπτωση κάνει O(n) ϐήµατα έχοντας χρόνο γραµµικό. Στην περίπτωση αυτή
δεν υπάρχουν συγκρίσεις και µετακινήσεις των στοιχείων και ο πίνακας είναι ταξινοµηµένος.
Αντίθετα ο αλγόριθµος της ταξινόµησης µε εισαγωγής στην χειρότερη περίπτωση κάνει O(n2)
ϐήµατα όταν στην είσοδο ο πίνακας είναι ταξινοµηµένος αντίστροφα δηλαδή σε ϕθίνουσα
σειρά. Κάθε στοιχείο συγκρίνεται και µετακινείται στα αριστερά για να ταξινοµηθεί. Στην συ-
νέχεια ϑα αποδείξουµε ότι στη καλύτερη περίπτωση κάνει O(n) ϐήµατα και στην χειρότερη
O(n2) ϐήµατα. Για να υπολογίσουµε τον χρόνο εκτέλεσης τηε ενθετικής ταξινόµησης ας υπο-
ϑέσουµε ότι T (n) είναι ο χρόνος εκτέλεσης. ΄Αρα για τον υπολογισµό του χρόνου εκτέλεσης
πολλαπλασιάζεται το κάθε στοιχείο της στήλης κόστος µε το αντίστοιχο στοιχείο του κόστους
και αθροίζεται. Εποµένως

T (n) = c1n + c2(n − 1) + c4(n − 1) + c5

n∑
j=2

tj + c6

n∑
j=2

(tj − 1) + c8(n − 1)[8]

Καλύτερη περίπτωση: Ο αλγόριθµος απαιτεί O(n) ϐήµατα.

Απόδειξη: � ΄Οπως αναφέρεται στην καλύτερη περίπτωση κάνει O(n) ϐήµατα όταν ο
πίνακας είναι ήδη ταξινοµηµένος. Στη περίπτωση αυτή ισχύει ότι A[i] ≤ key. Η συνθήκη
αυτή ισχύει όταν στοιχείο ϐρίσκεται στην σωστή ϑέση και σειρά οπότε το στοιχείο µένει στην
ϑέση του και δεν µετακινείται και ο χρόνος δεν µεταβάλλεται δηλαδή παραµένει σταθερός.
΄Αρα για j = 1,2,3,4,5, ....n προκύπτει ότι tj = 1 δηλαδή ο χρόνος είναι σταθερός. ΄Αρα ο
χρόνος εκτέλεσης στη καλύτερη περίπτωση ϑα είναι : T (n) = c1n + c2(n − 1) + c4(n − 1) +

c5(n − 1) + c8(n − 1) = (c1 + c2 + c4 + c5 + c8)n − (c2 + c4 + c5 + c6)[8] �.

Χειρότερη περίπτωση: Στην χειρότερη περίπτωση απαιτεί O(n2) ϐήµατα όταν είναι
αντίστροφα ταξινοµηµένος καθώς ο πίνακας είναι σε ϕθίνουσα σειρά.

Απόδειξη: �Σε αυτή την περίπτωση για την ταξινόµηση ϑα πρέπει να συγκριθεί το κάθε
στοιχείο A[j] µε όλα τα υπόλοιπα στοιχεία της ταξινοµηµένης υποσυστοιχίας Α[1..θ-1], οπότε
για όλα τα j = 1,2,3...n ϑα ισχύει ότι tj = j.΄Οµως

n∑
j=2

j =
n(n − 1)

2
− 1 = O(n2)

και
n∑
j=2

(j − 1) =
n(n − 1)

2
= O(n2)

.

Οπότε ο χρόνος εκτέλεσης στη χειρότερη περίπτωση ϑα είναι :
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T (n) = c1n + c2(n − 1) + c4(n − 1) + c5

n∑
j=2

tj + c6

n∑
j=2

(tj − 1) + c8(n − 1) = c1n + c2(n − 1) +

c4(n − 1) + c5(
n(n − 1)

2
− 1) + c6(

n(n − 1)
2

) + c7(
n(n − 1)

2
) + c8(n − 1) = (

c5

2
+
c6

2
+
c7

2
)n2 +

(c1 + c2 + c4 +
c5

2
−
c6

2
−
c7

2
+ c8)n − (c2 + c4 + c5 + c8) = O(n2)[8] � .
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4.2 Ταξινόµηση µε επιλογή

Η ταξινόµηση µε επιλογή (selection sort) ανήκει στην κατηγορία των συγκριτικών αλγο-
ϱίθµων, κάνοντας συνεχώς συγκρίσεις µεταξύ των στοιχείων µέχρι να ϐρεθεί το µικρότερο
στοιχείο στον πίνακα. Σε αυτή την περίπτωση ψάχουµε το µικρότερο στοιχείο από όλο τον
πίνακα και αφού ϐρεθεί ανταλλάζεται µε το πρώτο στοιχείο που ϐρίσκεται στη 1η ϑέση δη-
λαδή στη ϑέση Α[0]. Στη συνέχεια µε την ίδια διαδικασία ϐρίσκουµε το δεύτερο µικρότερο
στοιχείο µε την µικρότερη τιµή και ανταλλάζεται µε το στοιχείο που ϐρίσκεται στη δεύτερη
ϑέση του πίνακα δηλαδή Α[1]. Με τον ίδιο τρόπο η διαδικασία συνεχίζεται. Η ταξινόµηση
ϑα τελειώσει όταν το το µεγσλύτερο ϐρίσκεται στην τελευταία ϑέση, και ο πίνακας ϑα είναι
ταξινοµηµένος από το µικρότερο στοιχείο στη 1η ϑέση και στην τελευταία ϑέση το µεγαλύτε-
ϱο. Στη περίπτωση αυτή όπου όλα τα τα στοιχεία ϑα έχουν ϐρεθεί στη σωστή σειρά τότε ϑα
λέµε ότι ο πίνακας είναι ταξινοµηµένος. Στον πίνακα 4.2 απεικονίζεται ένα παράδειγµα της
ταξινόµηση µε επιλογή ενός πίνακα µε 4 στοιχεία.

11 6 2 7
1ο ϐήµα 2 6 11 7
2ο ϐήµα 2 6 11 7
3ο ϐήµα 2 6 7 11

Ταξινοµηµένος πίνακας 2 6 7 11

Πίνακας 4.2: Ταξινόµηση µε επιλογή

• 10 Βήµα: Αρχικά ϐρίσκουµε το πρώτο µικρότερο στοιχείο του πίνακα που είναι το
2 που ϐρίσκεται στη 3η ϑέση και συγκρίνεται µε το πρώτο στοιχείο που είναι το 11.
Επειδή το 2 είναι µικρότερο από το 11, τότε ϑα γίνει ανταλλαγή των δύο αυτών στοιχείων
και το 2 ϑα µεταφερθεί στην πρώτη ϑέση και το 11 στη ϑέση που ϐρισκόταν το 2. ΄Ετσι
ο πίνακας ϑα ϑα προκύψει ωε εξής : Α[2 6 11 7].

• 20 Βήµα: Στην συνέχεια το 6 είναι το δεύτερο µικρότερο στοιχείο. Το στοιχείο 6
ϐρίσκεται στην δεύτερη ϑέση και αφού είναι το δεύτερο µικρότερο ϑα παραµείνει στην
ϑέση του. ΄Αρα ο πίνακας ϑα προκύψει ως εξής : Α[2 6 11 7].

• 30 Βήµα: Συνεχίζοντας µε το τρίτο µικρότερο στοιχείο που είναι το 7 και ϐρίσκεται
στην τέταρτη ϑέση συγκρίνεται µε το στοιχείο που ϐρίσκεται στην τρίτη ϑέση που είναι
το 11. Επειδή το 7 είναι µικρότερο από το στοιχείο 11 τότε ϑα γίνει ανταλλαγή των
στοιχείων και το 7 ϑα µεταφερθεί στην τρίτη ϑέση. ΄Αρα ο πίνακας ϑα προκύψει ως
εξής : Α[2 6 7 11].

Παρατηρείται ότι ο πίνακας είναι ήδη ταξινοµηµένος και ο αλγόριθµος τερµατίζει. Οπότε
ο πίνακας είναι ταξινοµηµένος. Παρακάτω ϐλέπουµε τον αλγόριθµο της ταξινόµησης µε
επιλογής (ϐλπ. 4.2).

ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑ: Για τον υπολογισµό του χρόνου εκτέλεση της ταξινόµησης µε επι-
λογή υπολογίζονται οι συγκρίσεις µέχρι να ϐρεθεί το πρώτο µικρότερο στοιχείο στο πίνακα.
΄Αρα επιλέγοντας το πρώτο µικρότερο στοιχείο ο αλγόριθµος ϑα κάνει n − 1 ϐήµατα µέχρι
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Αλγοριθµος 4.2: Αλγόριθµος ταξινόµησης µε επιλογής [8]

Selection_sort (A,n)
for ( i =0; i < n−1; i ++)
{
min=a [ i ] ;
minj= i ;

for ( j = i +1; j <n; j ++)
i f ( a [ i ] < min)
{
min= a [ j ] ;
min= j ;
}
a [min]=a [ i ] ;
a [ i ]=min;
}
}

να ϐρεθεί και να αντικατασταθεί µε το πρώτο στοιχείο που ϐρίσκεται στην πρώτη ϑέση, στην
συνέχεια ϐρίσκοντας το δεύτερο µικρότερο στοιχείο ο αλγόριθµος ϑα κάνει n − 2 ϐήµατα
κ.ο.κ. ΄Αρα σύµφωνα µε αυτά που προκύπτουν ο αλγόριθµος κάνει συνολικό χρόνο:

(n − 1) + (n − 2) + (n − 3) + .... + 2 + 1 =

n∑
i=2

n − i =
n(n − 1)

2
∈ O(n2)

΄Αρα ο αλγόριθµος µε επιλογή ανήκει στους αργούς αλγορίθµους µε πολυπλοκότητα O(n2)
[9].
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Αλγοριθµος 4.3: Αλγόριθµος ταξινόµησης µε ϕυσαλίδα [9]

Bubble_sort (A,n)
for ( i =1; i <n; i ++)
{
for ( j =n−1; j <1; j ++)
{
i f (A[ j ] < A[ j −1])
{
swap A[ j −1] ,A[ j ]

}
}
}

4.3 Ταξινόµηση ϕυσαλίδας

Η ταξινόµηση ϕυσαλίδας (bubble sort) είναι µια µέθοδος αντιµετάθεσης και ανήκει στους
συγκριτικούς αλγόριθµους µιας και κάνει συνεχώς συγκρίσεις µε τα γειτονικά στοιχεία ανά
δύο στοιχεία του πίνακα, καθώς µπορεί να κάνει αντιµεταθέσεις µε τα στοιχεία τα οποία δεν
ϐρίσκονται στην σωστή σειρά. Επίσης µπορεί να κάνει πολλές επαναλήψεις µέχρι το τέλος
της ταξινόµησης. Η µέθοδός της αντιµετάθεσης ϑα τερµατίσει όταν τα στοιχεία ϑα ϐρίσκονται
στην σωστή σειρά. Τότε λέµε ότι ο πίνακας είναι ταξινοµηµένος. Παρακάτω ϐλέπουµε τον
αλγόριθµο της ταξινόµησης µε ϕυσαλίδας (ϐλπ. 4.3).

Η διαδικασία έναρξης του αλγορίθµου µπορεί να ξεκινήσει από την αρχή του πίνακα
είτε από το τέλος. ΄Οταν η ταξινόµηση ξεκινήσει από την αρχή του πίνακα, τότε στο τέλος ο
πίνακας ϑα πρέπει να είναι ταξινοµηµένος από τα αριστερά προς τα δεξιά δηλαδή σε αύξουσα
σειρά, διαφορετικά αν ξεκινήσει από το τέλος τότε ο πίνακας ϑα είναι ταξινοµηµένος από
τα δεξιά προς τα αριστερά σε ϕθίνουσα σειρά. Στη συνέχεια περιγράφεται η µέθοδος του
αλγόριθµου ταξινόµησης ϕυσαλίδας (bubble sort):

• Αρχικά ξεκινώντας από την αρχή του πίνακα συγκρίνεται το πρώτο µε το δεύτερο
στοιχείο.

• Αν το πρώτο στοιχείο είναι µεγαλύτερο από το δεύτερο τότε ανταλλάζεται το δεύτερο µε
το πρώτο στοιχείο, και το δεύτερο στοιχείο µετακινείται στην πρώτη ϑέση.

• Στη συνέχεια συγκρίνεται το δεύτερο µε το τρίτο στοιχείο και επαναλαµβάνεται η διαδι-
κασία ξεκινώντας από το πρώτο στοιχείο συγκρίνοντας όλα τα στοιχεία του τελευταίου.

• Επαναλαµβάνεται η διαδικασία εφόσον υπάρξει έστω µια ανταλλαγή. Η ταξινόµηση
ϑα τερµατίσει όταν δεν υπάρχουν στοιχεία για ανταλλαγή και ο πίνακας τότε ϑα είναι
ταξινοµηµένος.

Στον πίνακα 4.3 ϐλέπουµε ένα παράδειγµα της ταξινόµηση µε ϕυσαλίδας ενός πίνακα
µε είσοδο τεσσάρων στοιχείων Α[4, 2, 3, 1].
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4 2 3 1 1ο πέρασµα
2 4 3 1
2 3 4 1

2 3 1 4 2ο πέρασµα
2 3 1 4
2 1 3 4

2 1 3 4 3ο πέρασµα
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4 ταξινοµηµένος πίνακς

Πίνακας 4.3: Ταξινόµηση µε ϕυσαλίδα

Αρχικά η ταξινόµηση ξεκινάει από την αρχή του πίνακα. Οπότε στο τέλος της ταξινόµησης
ο πίνακας ϑα πρέπει να είναι ταξινοµηµένος σε αύξουσα σειρά µε την προυπόθεση ότι τα
στοιχεία ϑα είναι διατεταγµένα από το µικρότερο στο µεγαλύτερο στοιχείο. ∆ηλαδή η έξοδος
ϑα πρέπει να προκύψει σε αυτή τη µορφή Α[1 2 3 4]. Αν προκύψει σε αυτή την µορφή τότε
ο αγόριθµος δουλεύει σωστά.

• Πέρασµα 1ο: Πρώτα συγκρίνονται τα στοιχεία 4 και 2 που ϐρίσκονται στις ϑέσεις 1 και
2. Επειδή το 4 είναι µεγαλύτερο από το 2 τότε ϑα γίνει αντιµετάθεση και το στοιχείο 2
που ϐρίσκεται στην δεύτερη ϑέση ϑα µετακινηθεί και ϑα πάει στην πρώτη ϑέση. ΄Οποτε
ο πίνακας ϑα είναι Α[2 4 3 1]. Συνεχίζοντας τον πίνακα προς τα δεξιά συγκρίνονται τα
στοιχεία που ϐρίσκονται στις ϑέσεις 2 και 3. Στη δεύτερη ϑέση ϐρίσκεται το στοιχείο 4
και στην τρίτη ϑέση το 3. Επειδή το 4 είναι µεγαλύτερο από το 3 τότε το στοιχείο που
ϐρίσκεται στην τρίτη ϑέση ϑα µετακινηθεί και πάει στην δεύτερη ϑέση άρα ο πίνακας
ϑα είναι στη µορφή Α[2 3 4 1]. Σαρώνοντας πάλι τον πίνακα προς τα δεξιά συγκρίνονται
τα στοιχεία που ϐρίσκονται στην τρίτη ϑέση και στην τέταρτη ϑέση. Επειδή το στοιχείο
που ϐρίσκεται στην τρίτη ϑέση (δηλαδή το 4) είναι µεγαλύτερο από το στοιχείο που
ϐρίσκεται στην τέταρτη ϑέση που είναι το στοιχείο 1, τότε ϑα µετακινηθεί το 1 στην
ϑέση τρίτη και ο πίνακας ϑα είναι Α[2 3 1 4].

• Πέρασµα 2ο: Στο δεύτερο ϐήµα σαρώνουµε τον πίνακα πάλι από την αρχή, σε αυτή
την περίπτωση έχουµε επανάληψη. Σαρώνοντας τον πίνακα προς τα δεξιά παρατηρείται
ότι το στοιχείο 3 που ϐρίσκεται στην δεύτερη ϑέση είναι µεγαλύτερο από το στοιχείο 1
που ϐρίσκεται στην τρίτη ϑέση, όποτε γίνεται αντιµετάθεση των τιµών και ο πίνακας ϑα
είναι στην µορφή Α[2 1 3 4].

• Πέρασµα 3ο: Τέλος στο ϐήµα τρίτο σαρώνουµε τον πίνακα πάλι από την αρχή ως το
τέλος και προκύπτει ότι το στοιχείο 2 που ϐρίσκεται στην πρώτη ϑέση είναι µεγαλύτερο
από το στοιχείο 1 που ϐρίσκεται στην δεύτερη ϑέση και τότε το 1 µετακινείται στην
πρώτη ϑέση, δηλαδή Α[1 2 3 4]. Σε αυτό το σηµείο η ταξινόµηση τελειώνει και ο
πίνακας είναι ταξινοµηµένος.

ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑ:Ο χρόνος εκτέλεσης του αλγόριθµου ταξινόµησης ϕυσαλίδας γίνε-
ται στη χειρότερη περίπτωση µε Ν-1 συγκρίσεις αρχικά, και Ν-2 στο δεύτερο ϐήµα. Οπότε
συµπεραίνεται ότι 1 + 2 + 3 + .... + N − 1 =

N(N−1)
2 = O(N2) [9].
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Αλγοριθµος 4.4: Αλγόριθµος γρήγορης ταξινόµησης [8]

quicksort (A,p , r )
i f p < r :

q=part i t ion (A,p , r )
quicksort (A,p ,q−1)
quicksort (A, q+1,r )

4.4 ∆ιαίρει και ϐασίλευε

Η ∆ιαίρει και ϐασίλευε ή αλλιώς (διαίρει και κυρίευε) είναι µια τεχνητή που χρησιµο-
ποιείται σε αποδοτικούς αλγόριθµους όπως είναι οι αλγόριθµοι ταξινόµησης της γρήγορης
ταξινόµησης (quick sort) και της ταξινόµησης µε συγχώνευση (merge sort) όπως ϑα δούµε
παρακάτω. Γενικά οι αλγόριθµοι διαίρει και ϐασίλευε αρχικά παίρνουν το πρόβληµα και
το διαιρούν σε µικρότερα υποπροβλήµατα τα οποία επιλύονται αναδροµικά καλώντας τον
εαυτό τους και στη συνέχεια συνδυάζουν τις λύσεις τους ώστε να πάρουν το αποτέλεσµα. Τα
ϐήµατα για την επίλυση του διαίρει και ϐασίλευε είναι τα εξής :

• ∆ιαιρεί το πρόβληµα σε µικρότερα υποπροβλήµατα µικρότερου µεγέθους.

• Επιλύει το κάθε πρόβληµα αναδροµικά µία ή περισσότερες ϕορές καλώντας τον εαυτό
τους για την επίλυση.

• Συνδιάζει τις λύσεις ώστε να συνθέσει την λύση [8].

4.4.1 Γρήγορη ταξινόµηση

Η γρήγορη ταξινόµηση (quick sort) είναι ένας από τους πιο αποδοτικούς και γρήγορους
αλγορίθµους των συγκριτικών αλγορίθµων σε ταχύτητα και χρόνο και ανήκει στην κατηγορία
του διαίρει και ϐασίλευε διασπώντας το πρόβληµα σε υποπροβλήµατα και χρησιµοποιώντας
την αναδροµή για την επίλυση. ΄Ενα µειονέκτηµα είναι ότι στη χειρότερη περίπτωση απαιτεί
O(n2) χρόνο εκτέλεσης µε αποτέλεσµα να µην χρησιµοποιείται συχνά αυτή η περίπτωση.
Στη χειρότερη περίπτωση ϐρίσκεται, όταν τα στοιχεία στο πίνακα είναι ταξινοµήµενα και το
pivot στοιχείο επιλέγεται να είναι στη πρώτη ϑέση του πίνακα.

Κατά την διαδικασία της γρήγορης ταξινόµησης αρχικά αν περιέχει ο πίνακας κανένα
ή ένα στοιχείο τότε δεν γίνεται τίποτα και επιστρέφεται ο πίνακας, διαφορετικά επιλέγεται
ένα στοιχείο p που ονοµάζεται pivot. Το στοιχείο p επιλέγεται τυχαία στο πίνακα και για
να ϐρεθεί κάνει χρόνο O(n) ϐήµατα. Παρακάτω ϐλέπουµε τον αλγόριθµο της γρήγορης
ταξινόµησης (ϐλπ. 4.4).

Στη συνέχεια χωρίζεται ο πίνακα σε δύο µέρη. Ο διαχωρισµός του πίνακα γίνεται µε την
µέθοδο της partition η αλλιώς διαµέρισης στα ελληνικά. Η partition χωρίζει τον πίνακα σε
δύο µέρη. Το πρώτο µέρος περιέχει όλα τα στοιχεία που είναι µικρότερο του στοιχείου p
και το δεξί µέρος περιέχει τα στοιχεία που είναι µεγαλύτερο του p. Παρακάτω ϐλέπουµε τον
αλγόριθµο της partition (ϐπλ. 4.5).
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Αλγοριθµος 4.5: Κλήση της Partition [8]

part i t ion (A,p, r } :
x=A[ r ] ;
i = p − 1;
for j =0 to j −1;

i f A[ j ] <x
i= i + 1;
swap(A[ i ] , A[ j ] )
swap(A[ i +1] , A[ r ] )
return i +1

Συνεχίζοντας καλείται αναδροµικά ο αλγόριθµος της ταξινόµησης για την επίλυση του,
πρώτα από το αριστερό µέρος και µετά στο δεξί µέρος και παίρνουµε τα αποτελέσµατα. Τέλος
επιστρέφεται ο πίνακας να είναι ταξινοµηµένος.

Στο σχήµα 4.1 απεικονίζεται ένα παράδειγµα της γρήγορης ταξινόµησης ενός πίνακα
οκτό στοιχείων Α[67 25 30 42 15 18 23 38]. Αρχικά επιλέγουµε το στοιχείο p (pivot). Το
στοιχείο pivot σε αυτή την περίπτωση επιλέγεται να είναι το τελευταίο στοιχείο που είναι
το 38. Με την µέθοδο �διαίρει� χωρίζεται ο πίνακας σε δύο ίσα µέρη τέτοιος ώστε στο
αριστερό µέρος να ϐρίσκονται τα στοιχεία που είναι µικρότερα του p=38 και στο δεξί µέρος
να ϐρίσκονται τα στοιχεία που είναι µεγαλύτερα του p=38. Στην συνέχεια ταξινοµούνται τα
δύο µέρη καλώντας την αναδροµή για την επίλυση και τέλος συνδέονται µε τέτοιο τρόπο ώστε
ο τελικός πίνακας να είναι ταξινοµηµένος στα αριστερά τα στοιχεία είναι µικρότερα από το
pivot στοιχείο και δεξιά τα στοιχεία να είναι µικρότερα από το pivot, και το pivot να ϐρίσκεται
στη σωστή ϑέση.

ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑ: ΄Εχει αποδειχθεί ότι σε χρόνο εκτέλεσης στην καλύτερη και µέση
περίπτωση κάνει O(n logn) ϐήµατα για να ταξινοµήσει τα στοιχεία µιας και ειναι η καλύτερη
λύση του αλγόριθµου. Επίσης όταν το στοιχείο pivot είναι στην αρχή του πίνακα και ο
πίνακας είναι ταξινοµηµένος τότε ο αλγόριθµος της γρήγορης ταξινόµησης στην χειρότερη
περίπτωση έχει χρόνο εκτέλεσης O(n2). Η καλύτερη περίπτωση είναι όταν το στοιχείο pivot
είναι στην µέση του πίνακα και ο πίνακας καλό ϑα είναι να µην είναι ταξινοµηµένος. Στη
περίπτωση αυτή ο χρόνος εκτέλεσης χρειάζεται O(n logn) για να ταξινοµηθεί. Ας υποθέσουµε
ότι T (n) είναι ο χρόνος εκτέλεσης. ΄Αρα σύµφωνα µε τα παραπάνω τότε προκύπτει ότι :

T (n) =

1, n ≤ 1

2T (n2 ) + Θ(n), n > 1

Λύνωντας την εξίσωση 2T (n2 ) + Θ(n) προκύπτει O(n logn) [8].

4.4.2 Ταξινόµηση µε συγχώνευση

Η ταξινόµηση µε συγχώνευση (merge sort) ανήκει στους συγκριτικούς αλγορίθµους και
είναι µία τεχνική που ανήκει στην κατηγορία διαίρει και ϐασίλευε και έχει αποδειχθεί ότι
είναι ένας από τους πιο αποτελεσµατικούς αλγορίθµους. Κατά την διαδικασία της ταξινόµη-
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Σχήµα 4.1: Γρήγορη ταξινόµηση

σης ο πίνακας διαιρείται σε µικρότερα τµήµατα µεγέθους ίσο n
2 . Η διαίρεση των τµηµάτων

ϑα σταµατήσει µέχρι να ισχύει n
2 = 1. Στη συνέχεια ταξινοµεί τα µέρη χρησιµοποιώντας

την ταξινόµηση µε συγχώνευση επιλύοντας αναδροµικά, και στη συνέχεια τα συγχωνεύει
έτσι ώστε να προκύψει ο ταξινοµηµένος πίνακας. Η µέθοδος υλοποιείται χρησιµοποιώντας
τον εαυτό της αναδροµικά για να επιλύσει το πρόβληµα. Η λειτουργία της ταξινόµησης µε
συγχώνευσης είναι ως εξής :

• ∆ιαιρεί τον πίνακα Α µε n στοιχεία σε n
2 µέρη.

• Ταξινοµεί τα δύο µέρη καλώντας αναδροµικά τον εαυτό της.

• Συγχωνεύει.

. Παρακάτω ϐλέπουµε τον αλγόριθµο της ταξινόµησης µε συγχώνευσης (ϐλπ. 4.6).
Για να ταξινοµηθεί ο πίνακας τότε καλείται η κλήση της MERGE-SORT(A,p,r). Για

να συγχωνευτούν οι υποπίνακες καλείται η MERGE(A,p,q,r) που είναι υπεύθυνη για την
συνένωση των δύων πινάκων. Η µέθοδος της αναδροµής ϑα τελειώσει µέχρι το µήκος του
πίνακα να είναι ίσο µε ένα. ∆ηλαδή ϑα τελειώσει όταν ισχύει n2 = 1 [8].

Στο σχήµα 4.2 ϐλέπουµε την ταξινόµηση µε συγχώνευση ενός πίνακα οκτώ στοιχείων
Α=[8 12 11 10 23 18 20 15].

ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑ: ΄Οσον αφορά για τον χρόνο εκτέλεσης ϑα ορίσουµε µε T (n) τον
χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθµου της ταξινόµησης µε συγχώνευσης. Αν το n = 1 όπου n

41



Κεφάλαιο 4. Αλγόριθµοι ταξινόµησης

Αλγοριθµος 4.6: Αλγόριθµος ταξινόµησης µε συγχώνευση [8]

MERGE−SORT(A,p, r )
i f p<r
Then q=(p+r )/2

MERGE−SORT(A,p,q )
MERGE−SORT(A,q+1,r )
MERGE(A,p,q , r )

Σχήµα 4.2: Ταξινόµηση συγχώνευσης

το µέγεθος του πίνακα τότε ο χρόνος εκτέλεσης ϑα είναι σταθερός και δεν ϑα µεταβάλεται
δηλαδή Θ(1), διαφορετικά αν το n ≥ 2 τότε ο πίνακας ϑα διαιρεθεί σε µικρότερα µέρη. ΄Οσον
αφορά για την διαµέριση σε µικρότερα τµήµατα ο αλγόριθµος χρειάζεται 2T (n2 ) µέχρι να
ταξινοµηθούν οι δύο υποπίνακες και Θ(n) χρειάζεται για την συγχώνευση των υποπινάκων
δηλαδή µέχρι να συγχωνευθούν καλώντας την MERGE για την συγχώνευση των δύων ταξινο-
µηµένων υποπίνακων. ΄Οπότε ο χρόνος εκτέλεσης της ταξινόµησης µε συγχώνευσης ϑα είναι
T (n) = 2T (n2 ) + Θ(n).

T (n) =

Θ(1), n = 1

2T (n2 ) + Θ(n), n > 1

Στη περίπτωση που το n ≥ 1 τότε λύνοντας την αναδροµή προκύπτει O(n logn) [12].
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4.5 Κατω ϕράγµατα

Μέχρι στιγµή γνωρίζουµε πως η καλύτερη περίπτωση σε χρόνο εκτέλεσης για να λυθεί
ένας αλγόριθµος της συγκριτικής ταξινόµησης είναι O(n logn) όπως είδαµε στην ταξινόµη-
ση µε συγχώνευση και στην γρήγορη ταξινόµηση, και στη χειρότερη περίπτωση είναι O(n2)
όπως συναντήαµε στην ταξινόµηση µε εισαγωγή, στην ταξινόµηση µε ϕυσαλίδα, και στην
ταξινόµηση µε επιλογή. Στην ενότητα αυτή ϑα µελετηθεί το κάτω ϕράγµα για αυτούς τους
αλγορίθµους. Το κάτω ϕράγµα αφορά για συγκριτικούς αλγόριθµους και που χρησιµο-
ποιούν συγκρίσεις απαιτώντας χρόνο εκτέλεσης Ω(n logn). Επίσης το κάτω ϕράγµα είναι
αποδοτικό για το χρόνο εκτέλεσης στην χειρότερη περίπτωση. Σε αυτό το σηµείο ϑα αποδει-
χθεί ότι οι αλγόριθµοι συγκριτικής ταξινόµησης κάνουν Ω(n logn) συγκρίσεις στη χειρότερη
περίπτωση.

Οι συγκριτικοί αλγόριθµοι αναπαρίσταται µε το δέντρο αποφάσεων. Το δέντρο αποφάσε-
ων χρησιµοποιείται για την λήψη αποφάσεων. �Πιο συγκεκριµένα το δέντρο αποφάσεων
είναι ένα πλήρες δυαδικό δέντρο που αντιπροσωπεύει τις συγκρίσεις που πραγµατοποιούνται
µεταξύ στοιχείων από έναν συγκεκριµένο αλγόριθµο ταξινόµηση [8]�. ΄Ενα δέντρο αποφάσε-
ων αποτελείται από την ϱίζα και τους κόµβους ή αλλιώς ϕύλλα. Η ϱίζα είναι η κεφαλή και
οι κόµβοι τα παιδιά της. Για κάθε κόµβο ισχύει ο εξής κανόνας :

• Για το αριστερό υποδέντρο ισχύει ότι ο κάθε κόµβος ϑα πρέπει να είναι µικρότερος από
την ϱίζα.

• Για κάθε δεξί υποδέντρο ισχύει ότι ο κάθε κόµβος ϑα πρέπει να είναι µεγαλύτερος από
την ϱίζα.

Πιο συγκεκριµένα η ϱίζα του δέντρου αποτελεί την είδοσο ενός πίνακα A[n] όπου n είναι
ο αριθµός των στοιχείων του πίνακα. Για την κατάληξη ενός τερµατικού κόµβου ξεκινώντας
πάντα από την ϱίζα ακολουθούν συγκρίσεις µεταξύ των στοιχείων ανά δύο. Στο σχήµα 4.3
απεικονίζεται ένα δυαδικό δέντρο αποφάσεων µε είσοδο τρίων στοιχείων χρησιµοποιώντας
την ταξινόµηση εισαγωγής. Αρχικά ξεκινάει από την ϱίζα και συγκρίνεται το στοιχείο x1 και
x2. Αν το x1 είναι µικρότερο του x2 τότε η µεταβίβαση ϑα γίνει στο αριστερό υποδέντρο,
διαφορετικα η µεταβίβαση ϑα γίνει στο δεξιό υποδέντρο. Με την ίδια διαδικασία ϑα συνεχιστεί
µέχρι να καταλήξουµε σε ένα τερµατικό κόµβο. Ο κάθε κόµβος αναπαριστά στην µορφή
〈π(1), π(2), π(3)〉. Η µετάβαση από την ϱίζα µέχρι την κατάληξη ενός τερµατικού κόµβου
κάνει n!. Οπότε το µονοπάτι που ϑα ακολουθήσει από την ϱίζα του δέντρου σε ένα τερµατικό
κόµβο ϑα είναι n! καθώς επίσης κσι ο αριθµός των ϕύλλων του δέντρου. Παρακάτω στο
ϑεώρηµα 4.1 ϑα αποδειχθεί ότι µε την ϐοήθεια των δέντρων αποφάσεων υπάρχει ένα κάτω
ϕράγµα Ω(n logn).

Θεώρηµα 4.1. Οποιοσδήποτε αλγόριθµος συγκριτικής ταξινόµησης χρησιµοποιεί ένα κάτω

ϕράγµα το οποίο απαιτεί Ω(n logn) συγκρίσεις.

Απόδειξη

Ας υποθέσουµε ότι h είναι το ύψος ενός δέντρου αποφάσεων για κάποια είσοδο µε n στοιχεία.

΄Ενα δυαδικό δέντρο αποφάσεων έχει ύψος δέντρο 2h κόµβους, και αριθµό ϕύλλων έχει n!.
΄Οµως n! = n · (n − 1) · (n − 2) · ... · 2.
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Κεφάλαιο 4. Αλγόριθµοι ταξινόµησης

Σχήµα 4.3: ∆έντρο αποφάσεων

΄Αρα, 2h ≥ n!⇒ log(2h) ≥ log(n!)⇒ h · log2 ≥ log(n!)⇒ h ≥ log(n!)
΄Οµως log(n!) = log(n · (n − 1) · (n − 2) · ... · 2) = log(n + log(n − 1) + log(n − 2) + ... + log 2 =
n∑
i=2

log i = n logn = Ω(n logn)

΄Αρα log(n!) ∈ Ω(n logn) οπότε h = Ω(n logn) [12].

1

1Σύµφωνα µε την προσέγγιση του Striling ισχύει ότι n! =
√

2πn
(
n
e

)n(
1 + Θ

(
1
n

))
= Ω(n logn) Για περισσότερες

πληροφορίες ϐλπ. [8]
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Κεφάλαιο 5

Αλγόριθµοι ταξινόµηση σε γραµµικό χρόνο O(n)

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αναφερθούµε στους αλγορίθµους ταξινόµησης γραµµικού χρόνου
στους οποίους ϑα αναλυθεί και η πολυπλοκότητα τους.

5.1 Γραµµικός Χρόνος O(n)

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε τους αλγόριθµους συγκριτικής ταξινόµησης η οπο-
ίοι ϐασίζονταν στις συγκρίσεις µεταξύ των στοιχείων σε ένα πίνακα για την διεξαγωγή των
αποτελεσµάτων και στις µετακινήσεις, και συναντήσαµε αλγόριθµους όπου στην καλύτερη
περίπτωση έχουν χρόνο εκτέλεσης O(n logn) όπως είναι ο αλγόριθµος της γρήγορης ταξι-
νόµησης και της ταξινόµησης µε συγχώνευσης. Επίσης αποδείχθηκε ότι οι αλγόριθµοι αυτοί
χρησιµοποιούν ένα κάτω ϕράγµα και απαιτούν Ω(n logn) ϐήµατα στην χειρότερη περίπτωση
µιας και είναι η κατάλληλη χρήση.

΄Οµως υπάρχουν αλγόριθµοι όπου έχουν χρόνο εκτέλεσης στη χειρότερη περίπτωση κα-
λύτερο από O(n logn) είναι και αποδοτικότεροι και η ανάλυση τους δεν ϐασίζονται στην
σύγκριση αλλά σε άλλες τεχνικές όπως για παράδειγµα ότι ταξινοµούν τους αριθµούς σε
κάποιο διάστηµα. Αυτοί οι λεγόµενοι είναι οι µη συγκριτικοί ή αλλιώς αλγόριθµοι γραµµικο-
ύ χρόνου οι οποίοι δεν χρησιµοποιούν τις συγκρίσεις. ΄Ενας αλγόριθµος λέγεται γραµµικού
χρόνου όταν ο χρόνος εκτέλεσης είναι O(n). Επίσης ισχύει ότι για αρκετά µεγάλο µέγεθος
εισόδου, ο χρόνος εκτέλεσης αυξάνεται γραµµικά. Επίσης οι αλγόριθµοι τέτοιου είδους µπο-
ϱούν να χρησιµοποιηθούν στην περίπτωση που εµφανίζουν κάποια ιδιότυπα χαρακτηριστικά
όπως για παράδειγµα να ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή ή εµφανίζουν αποκλίσεις. Οι
αλγόριθµοι ταξινόµηση που τρέχουν σε γραµµικό χρόνο εκτέλεσης είναι τρεις : η Απαριθµι-
τική ταξινόµηση (counting sort), η αριθµοτακτική ταξινόµηση (radix sort) και η ταξινόµηση
µε δοχεία (bucket sort).

5.2 Απαριθµιτική ταξινόµηση

Η απαριθµιτική ταξινόµηση (counting sort) είναι αλγόριθµος γραµµικού χρόνου O(n)
και ανήκει στους µη συγκριτικούς αλγόριθµους. Η ταξινόµηση δεν ϐασίζεται στις συγκρίσεις,
οπότε δεν ισχύει το κάτω ϕράγµα για αυτόν τον αλγόριθµο. Το Ϲητούµενο της Απαριθµιτική
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Αλγοριθµος 5.1: Αλγόριθµος απαριθµιτικής ταξινόµησης [8]

Counting_sort (X,Y,C,n,m)
for i =0 µέχρι m

C[ i ]=0
for j =0 µέχρι n−1

C[X[ i ] ] = C[X[ i ] ] + 1
for i =1 µέχρι k

C[ i ] = C[ i ] + C[ i −1]
for j =n−1 µέχρι 1
Y[C[X[ j ] ] = Y [ j ]
C[X[ j ] ] = C[X[ j ] ] − 1

ταξινόµησης είναι ότι για κάθε στοιχείο x, να ϐρεθεί το πλήθος των στοιχείων που είναι
µικρότερα από το στοιχείο x και στο τέλος να τοποθετηθεί στη σωστή ϑέση στην έξοδο.

Πιο συγκεκριµένα κατά την διαδικασία της ταξινόµησης αρχικά µετράει για κάθε τιµή
πόσες ϕόρες εµφανίζεται στον πίνακα, στην συνέχεια υπολογίζει το άθροισµα των στοιχείων
του x στοιχείου που είναι µικρότερα του, και στο τέλος δηµιουργεί έναν άλλον πίνακα όπου τα
στοιχεία είναι ταξινοµηµένα. ΄Οσον αφορά για τα δεδοµένα της υλοποίησης της ταξινόµησης
χρειάζονται τρεις πίνακες. Ο πίνακας X [1..n] ϑα είναι ο πίνακας της εισόδου µε n στοιχεία, ο
πίνακας C[0..m] ϑα είναι ο προσωρινός αποθηκευτικός χώρος όπου m ϑα είναι η µεγαλύτερη
ακέραια τιµή που υπάρχει στον πίνακα X [1..n] και δηλώνει το εύρος τιµών, και ο πίνακας
Y [0..n] ϑα είναι ο πίνακας της εξόδου ο οποίος ϑα δίνει τα αποτελέσµατα και τα στοιχεία να
είναι ταξινοµηµένα. Επίσης ο αλγόριθµος λειτουργεί µόνο για ακέραιους αριθµούς ο οποίος
κάθε ακέραιος ϑα είναι µεταξύ των τιµών από 0 έως m.

Σκοπός της ταξινόµησης είναι την πρώτη ϕόρα να υπολογίσει για κάθε τιµή i που υ-
πάρχει στο διάστηµα µεταξύ 0 έως m, το πλήθος των στοιχείων που ισούται µε i, δηλαδή
να υπολογίσει πόσες ϕορές υπάρχει η τιµή στον πίνακα X [n] που ισούται µε το i. Με άλλα
λόγια για i = 0 το C[0] ϑα περιέχει το άθροισµα των στοιχείων του X [n] που ϑα έχουν τις
τιµές µηδέν, οµοίως το C[2] ϑα περιέχει το άθροισµα των στοιχείων του πίνακα X [n] που ϑα
έχουν την τιµή 2 κ.ο.κ.

Στην συνέχεια ϑα πρέπει υπολογισθεί το νέο C[i..m] το οποίο ϑα περιέχει το άθροισµα
των στοιχείων που υπάρχουν στο διάστηµα 0 έως m που είναι µικρότερο από την τιµή τους.
∆ηλαδή στη ϑέση 4 το νέο C[4] ϑα πρέπει να περιέχει το πλήθος των στοιχείων που είναι
µικρότερο ή ίσο από το 4.

Τέλος το στοιχείο X [i] τοποθετείται στην σωστή ϑέση στον ταξινοµηµένο πίνακα της εξόδου
Y [1..n] µε την προϋπόθεση ξεκινώντας από την τελευταία ϑέση του πίνακα X [n].

Μια σηµαντική ιδιότητα για την απαριθµιτική ταξινόµηση είναι η ευστάθεια του αλ-
γόριθµου. Λέγοντας ένα αλγόριθµο ευσταθή σηµαίνει όταν τα στοιχεία µε τις ίδιες τιµές
που εµφανίζονται στηµ είσοδο, η διάταξη τους στην έξοδο του πίνακα παραµένει ίδια και
δεν αλλάζει όπως ήταν η διάταξη τους και στην είσοδο. Αντίθετα ένας αλγόριθµος λέγεται
ασταθής όταν τα στοιχεία δεν διατηρούν την διάταξη του πίνακα. [8].

Παρακάτω ϐλέπουµε ένα παράδειγµα της απαριθµιτικής ταξινόµησης. ΄Εστω ο πίνακας X
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5.2 Απαριθµιτική ταξινόµηση

µε είσοδο οκτώ στοιχεία X=[2 5 3 0 2 3 0 3] και ας υποθέσουµε ότι το εύρος τιµών είναι k = 5
δηλαδή παίρνει τιµές από το 0 έως το 5. Στο σχήµα 5.1 απεικονίζει τον πίνακα X [1..n], και
το C[1..m] πίνακα µαζί και τα αποτελέσµατα. Ο πίνακας C υπολογίζει για κάθε στοιχείο το
πλήθος του που εµφανίζεται στον πίνακα X . Πιο αναλυτικά ϑα το δούµε στην συνέχεια. Κατά
των ϐρόχο 1 και του 2 για i = 0 έως m = 5 τότε c[0] = c[1] = c[2] = c[3] = c[4] = c[5] = 0.
Στην γραµµή 3 και 4 υπολογίζεται το πλήθος των στοιχείων του C[A[j]] για κάθε τιµή που
υπάρχει στο διάστηµα 0 έως 5, δηλαδή υπολογίζει πόσες ϕορές εµφανίζεται το στοιχείο στον
πίνακα X []. ΄Αρα για j = 0, τότε υπολογίζεται η πράξη C[X [j]] = C[X [j]] + 1 → C[X [0]] =

C[X [0]] + 1 → C[2] = C[2] + 1 → C[2] = 1. Με αυτόν τον τρόπο υπολογίζονται και τα
υπόλοιπα στοιχεία. ∆ηλαδή C[1] = 0, C[3] = 3, C[4] = 0, C[5] = 1, C[0] = 2. ΄Αρα ϑα
προκύψει ο πίνακας C=[ 2 0 2 3 0 1].

Σχήµα 5.1: Το C[i] περιέχει το πλήθος των στοιχείων πόσες ϕορές εµφανίζεται το ι

Στο σχήµα 5.2 το C[i] υπολογίζει το πλήθος των στοιχείων που είναι µικρότερα ή ίσα από
i. Για την κατανόηση ας υπολογίσουµε το C[1]. ΄Αρα για i = 1, τότε C[i] = C[i] + 1⇒ C[1] =

C[1] + C[0] ⇒ C[1] = 0 + 1 ⇒ C[1] = 1. Οµοίως για i = 2, C[2] = C[2] + C[1] ⇒ C[2] =

2 + 0⇒ C[2] = 2 κ.ο.κ.

Στο σχήµα 5.4 ϐλέπουµε την έξοδο του πίνακα. Για να ταξινοµηθεί ο πίνακας ξεκινάµε
από την τελευταία ϑέση του πίνακα X [i] της εισόδου. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα το
τελευταίο στοιχείο που ϐρίσκεται στη τελευταία ϑέση είναι το στοιχείο X [7] = 3 δηλαδή το
τρία. ΄Οµως C[3] = 7, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν 7 αριθµοί που είναι µικρότεροι ή ίσοι
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Σχήµα 5.2: Το C[i] περιέχει το πλήθος των στοιχείων που είναι ίσα ή µικρότερο µε i

Σχήµα 5.3: Η απαριθµιτική ταξινόµηση

του αριθµού τρία. ΄Αρα το τρία ϑα τοποθετηθεί στην έξοδο ξεκινώντας από το Y [0] στη ϑέση
Y [6]. Στη συνέχεια το C[i] µειώνεται κατά µία µονάδα. Οµοίως γίνεται µε το ίδιο τρόπο και
για τα υπόλοιπα στοιχεία. ΄Αρα ο ταξινοµηµένος πίνακας ϑα είναι : Y=[0 0 2 2 3 3 3 5].

Σχήµα 5.4: Η απαριθµιτική ταξινόµηση

Πολυπλοκότητα: Ο αλγόριθµος της απαριθµιτικής δεν ισχύει για το κάτω ϕράγµα µιας
και δεν ϐασίζεται σε συγκρίσεις αλλά στην απαρίθµιση τιµών. Ο χρόνος εκτέλεσης της
απαριθµιτικής ταξινόµησης απαιτεί O(n +m) ϐήµατα σε χρόνο γραµµικού χρόνου, όπου m
είναι η µεγαλύτερη τιµή του πίνακα X [n] και δηλώνει το εύρος τιµών. ΄Οταν m ∈ O(n) τότε η
πολυπλοκότητα του αλγόριθµου απαριθµιτικής ταξινόµησης είναι O(n) γραµµικού χρόνου
[8].

5.3 Αριθµοτακτική ταξινόµηση

Η αριθµοτακτική ταξινόµηση είναι γραµµικού χρόνου και ανήκει στους µη συγκριτικούς
αλγορίθµους και στην ταξινόµηση οι αριθµοί ταξινοµούνται µε το ϐάση το ψηφίο τους. Το
πόσα ψηφία ϑα περιέχει ένας αριθµός εξαρτάται από το d-ψήφιος αριθµό. Αν είχαµε τον
ακέραιο αριθµό 321 τότε τα ψηφία ϑα ήταν τρία. Επίσης ανάλογα µε τον d-ψήφιο αριθµό,
τόσες στήλες ϑα περιλαµβάνουν. ∆ηλαδή, ένας τριψήφιος αριθµός ϑα αποτελούσε από τρεις
στήλες.

Η ϐασική ιδέα του αλγόριθµου είναι να ταξινοµήσει τους αριθµούς µε ϐάση το ψηφίο
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5.3 Αριθµοτακτική ταξινόµηση

Αλγοριθµος 5.2: Αριθµοτακτική ταξινόµηση [8]

for i =0 εώς n
Ταξινοµούµε τον πίνακα Χ ως προς το µικρότερο ψηφίο i µε ένα ευσταθή αλγόριθµο

χρησιµοποιώντας την απαριθµιτική ταξινόµηση

τους από το λιγότερο ψηφίο πρώτα, προς το µεγαλύτερο ψηφίο τάξης. ∆ηλαδή να ταξινοµήσει
πρώτα τους αριθµούς µε ϐάση το πρώτο ψηφίο που ϐρίσκεται από τα δεξιά της στήλης και
που είναι οι είναι οι µονάδες, και µετά να ταξινοµήσει τους αριθµούς µε ϐάση το δεύτερο
ψηφίο τους τις δεκάδες, και στη συνέχεια τους αριθµούς µε το τρίτο ψηφίο τις εκατοντάδες
κ.ο.κ. Για να λειτουργήσει σωστά ο αλγόριθµος ϑα πρέπει η ταξινόµηση ως προς το ψηφίο
να γίνει µε έναν ευσταθή αλγόριθµο χρησιµοποιώντας την ταξινόµηση της απαριθµιτικής.
Επίσης η ευστάθεια παίζει σηµαντικό ϱόλο στην αριθµοτακτική ταξινόµηση.

Παρακάτω στο σχήµα 5.5 απεικονίζεται η αριθµοτακτική ταξινόµησης ενός πίνακα Α[102
211 385 129 633 220 794] ο οποίος αποτελείται από επτά τριψήφιους αριθµούς. Αρχικά
ταξινοµούνται πρώτα οι αριθµοί ως προς το πρώτο ψηφίο από τα δεξιά, στη συνέχεια ταξινο-
µούνται οι αριθµοί ως προς το δεύτερο ψηφίο και τέλος ταξινοµούνται οι αριθµοί ως προς
το τρίτο ψηφίο. Η ταξινόµηση σε όλες τις περιπτώσεις ξεκινάει από το µικρότερο προς το
µεγαλύτερο ψηφίο τους.

Σχήµα 5.5: Αριθµοτακτική ταξινόµηση

ΠΟΛΥΠΠΛΟΚΟΤΗΤΑ: Ο χρόνος εκτέλεσης της αριθµοτακτικής ταξινόµησης εξαρτάται
από το πλήθος των ψηφίων που ϑα ταξινοµηθούν. Αν το κάθε στοιχείο του πίνακα X [n] έχει
d ψηφία, και το κάθε ψηφίο µπορεί να λάβει µία τιµή µεταξύ του m τιµών τότε ο χρόνος
εκτέλεσης της αριθµοτακτικής ταξινόµησης είναι O(d(n + m)) όπου n είναι το µέγεθος του
πίνακα και m είναι το πλήθος των ψηφίων. Στην περίπτωση όπου d είναι σταθερό και το
m = O(n), τότε ο χρόνος εκτέλεσης είναι γραµµικού δηλαδή O(n) [8].
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5.4 Η ταξινόµηση µε δοχεία

Η ταξινόµηση µε δοχεία είναι αλγόριθµος µε χρόνο αναµενόµενου γραµµικού O(n).
Πιο συγκεκριµένα ας υποθέσουµε ότι έχουµε n αριθµούς οι οποίοι είναι κατανεµηµένοι σε
ένα διάστηµα [0,1) και X [1..n] είναι η είσοδος και Y [0...n − 1] τα δοχεία που πρέπει να
τοποθετηθούν τα στοιχεία. Για να είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένα στην είσοδο τα στοιχεία,
ϑα πρέπει ότι η τιµή του κάθε στοιχείου X [i] να κυµαίνεται στο διάστηµα [0,1) δηλαδή να
ισχύει ότι 0 ≤ X [i] ≤ 1. Κατά την διαδικασία της ταξινόµησης, αφού γεµίσει ο πίνακας X [n]
µε οµοιόµορφη κατανοµή, στην συνέχεια ϑα πρέπει να τοποθετηθούν οι n αριθµοί στο σωστό
δοχείο ανάλογα µε την τιµή του κάθε στοιχείου. Αφού τοποθετηθούν τα στοιχεία στα δοχεία,
ταξινοµεί τα δοχεία χρησιµοποιώντας κάποιον ευσταθή αλγόριθµο όπως είναι η ταξινόµηση
µε εισαγωγή insertion sort και τέλος τα στοιχεία κάθε λίστα ϑα πρέπει είναι ταξινοµηµένα
ώστε να είναι σε σειρά και να προκύψει η έξοδος.

Σχήµα 5.6: Ταξινόµηση µε δοχεία

΄Οσον αφορά για την ορθότητα του αλγόριθµου εάν τα στοιχεία ϐρίσκονται στο ίδιο δοχείο
τότε ϑα είναι σχετικά στην σωστή σειρά, καθώς επίσης το ίδιο ϑα ϐρίσκονται στην σωστή σειρά
εάν τα στοιχεία είναι σε δύο διαφορετικά δοχεία.

ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑ : Στο σηµείο αυτό ϑα αναλύσουµε τον χρόνο εκτέλεσης της ταξι-
νόµησης µε δοχεία στην χειρότερη περίπτωση. Για να ϐρούµε τον χρόνο εκτέλεσης ϑα
εξετάσουµε την γραµµή 4 στον αλγόριθµο επειδή οι υπόλοιπες γραµµές έχουν γραµµικό
χρόνο. Η γραµµή 4 χρησιµοποιεί την ταξινόµηση µε εισαγωγής. Η ταξινόµηση µε εισα-
γωγή έχει χρόνο εκτέλεσης O(n2) µιας και είναι τετραγωνικός. Οπότε ϑα ορίσουµε ότι n2

i

είναι µια τυχαία µεταβλητή η οποία δηλώνει τον αριθµό των στοιχείων που ϑα πέσουν στο
δοχείο Y [i]. ΄Αρα ο χρόνος εκτέλεσης της ταξινόµησης µε δοχεία στην χειρότερη περίπτωση
χρησιµοποιώντας την ταξινόµηση µε εισαγωγή ϑα είναι
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5.4 Η ταξινόµηση µε δοχεία

Αλγοριθµος 5.3: Ταξινόµηση µε δοχεία [8]

Ταξινόµηση µε δοχεία (X,Y,n)
n=length [X]
for i =1 εώς n

Εισάγουµε το X[ i ] στην αλυσίδα B[nX[ i ] ]
for i =0 εώς n=1

Ταξινοµούµε την αλυσίδα Y[ i ] µε την ταξινόµηση µε εισαγωγή
συναρµόζουµε τις αλυσιδές Y[0 ] Y [ 1 ] . . . Y [n−1] , µε αυτή τη σειρά

T (n) = Θ(n) +

n−1∑
i=1

O(n2
i )

Στη συνέχεια ϑα υπολογισθεί η αναµενόµενη τιµή του T (n) των δύων µελών δηλαδή
τον αναµενόµενο χρόνο, και χρησιµοποιώντας την γραµµικότητα και των δύων µελών τότε
προκύπτει ως εξής :

E[T (n)] = E[Θ(n) +

n−1∑
i=0

O(n2
i )] = Θ(n) +

n−1∑
i=0

E[O(n2
i )] = Θ(n) +

n−1∑
i=0

O(E[n2
i ])

Το E[n2
i ] δηλώνει το αναµενόµενο πλήθος που ϑα πέσουν στο δοχείο Y [i]. Θα αποδειχθεί

ότο E[n2
i ] = 2 − 1

n .
Στο σηµείο αυτό ϑα ορίσουµε ότι Xi j είναι δείκτριες τυχαίες µεταβλητές που αντιστοιχούν στο
ενδεχόµενο ότι το στοιχείο Y [i] κατανέµεται στο δοχείο i.
΄Αρα Xi j = I{ Το X [i] κατανέµεται στο δοχείο i} για τιµές i = 0,1, ..n − 1 και j = 1,2, ..n.

΄Αρα ni
n∑
j=1

Xi j.

Αφού τα στοιχεία είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένα και ισχύει ότι 0 ≤ X [i] ≤ 1 τότε ϑα έχουν
ισοπίθανη πιθανότητα για να πέσουν στα δοχεία. ΄Αρα η πιθανότητα η δείκτρια µεταβλητή
ϑα έχει 1 µε πιθανότητα 1

n διαφορετικά 0. Εποµένως

I = E[Xi j] =

1, 1
n

0, 1 − 1
n

E[Xi j2] = 12 ·
1
n

+ 02 · (1 −
1
n

) =
1
n

Υπολογίζοντας την αναµενόµενη τιµή E[n2
i ] και χρησιµοποιώντας την γραµµικότητα και

των δύων µελών τότε :

E[n2
i ] = E

[( n∑
j=1

Xi j
)2]

= E
[ n∑
j=1

n∑
k=1

Xi j·Xik
]

= E
[ n∑
j=1

Xi j
2+

∑
1≤j≤n

∑
1≤k≤n
k,j

Xi j·Xik
]

=

n∑
j=1

E[Xi j2
]
+

∑
1≤j≤n

∑
1≤k≤n
k,j

E
[
Xi j · Xik

]
=

n∑
j=1

1
n

+
∑

1≤j≤n

∑
1≤k≤n
k,j

1
n2 = n ·

1
n

+ n · (n − 1)
1
n2 = 1 +

n · (n − 1)
n2 =
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n2 + n2 − n

n2 =
2n2 − n

n2 =
2n2

n2 −
n

n2 = 2 −
1
n
.

΄Αρα ισχύει ότι E
[
n2
i

]
= 2 − 1

n .

Επειδή οι µεταβλητές Xi j και Xik είναι ανεξάρτητες και i , k τότε παίρνουµε το γινόµενο
της γραµµικότητας και των δύων µελών. ΄Αρα

E
[
Xi j · Xik

]
=

n∑
j=1

n∑
k=1

Xi j · Xik =
( n∑
j=1

Xi j
)( n∑

Xik

Xik
)

= E
[
Xi j

]
E
[
xik

]
=

1
n
·

1
n

=
1
n2

Συµπερασµατικά αποδείχθηκε µε την χρήση δείκτριων τυχαίων µεταβλητών ότι E
[
n2
i

]
=

2 − 1
n και αντικαθιστώντας µε την εξίσωση T [n] = Θ(n) +

n−1∑
i=0

O(n2
i ) προκύπτει ως εξής :

T (n) = Θ(n) +

n−1∑
i=0

O
(
E
[
n2
i

])
= Θ(n) + n · O

(
2 −

1
n

)
= Θ(n)

΄Αρα ο αναµενόµενος χρόνος εκτέλεσης της ταξινόµησης µε δοχεία έχει χρόνο Θ(n) + n ·

O(2− 1
n ) = Θ(n). ΄Αρα η ταξινόµηση µε δοχεία έχει αναµενόµενο γραµµικό χρόνο εκτέλεσης.

Η ταξινόµηση µε δοχεία έχει γραµµικό γραµµικό χρόνο O(n) µόνο στη περίπτωση όπου
τα στοιχεία στην είσοδο δεν ϑα είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένα [8].

1

1Οι δείκτριες τυχαίων µεταβλητών χρησιµοποιούνται στην ανάλυση πολλών αλγορίθµων οι οποίες είναι µια
µέθοδος µετατροπής πιθανοτήτων σε αναµενόµενες τιµές.
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Κεφάλαιο 6

Υλοποίηση αλγόριθµων

Σε αυτήν την ενότητα γίνεται µια σύγκριση των αλγόριθµων ταξινόµησης τωνσυγκριτικών
αλγορίθµων και της ταξινόµησης γραµµικού χρόνου καθώς παρουσιάζεται η υλοποίη-

ση των αλγόριθµων γραµµικού χρόνου υλοποιηµένοι σε γλώσσα C καθώς και τα εκτελέσιµα
αρχεία µε τα αποτελέσµατα τους.

6.1 Σύγκριση αλγορίθµων

Παρακάτω ϐλέπουµε τους πίνακες µε τους χρόνους εκτέλεσης των δύων κατηγορίων στη
καλύτερης και χειρότερη περίπτωση. Στον πίνακα 6.1 ϐλέπουµε τους χρόνους εκτέλεσης των
συγκριτικών αλγορίθµων.

Συγκρίνωντας τους αλγόριθµους της συγκριτικής ταξινόµησης προκύπτουν κάποιες δια-
ϕορές στους αλγορίθµους. Ας ξεκινήσουµε µε τον αλγόριθµο της εισαγωγής. Ας ξεκινήσουµε
µε τον αλγόριθµο της ταξινόµησης µε εισαγωγής. Η ταξινόµηση εισαγωγή δουλεύει περίπου
µε τον αλγόριθµο της ταξινόµησης µε ϕυσαλίδας µε την διαφορά ότι τα στοιχεία της ταξι-
νόµησης µε εισαγωγής ξεκινούν από την αρχή του πίνακα προς τα δεξιά. ΄Ενα πλεονέκτηµα
του αλγόριθµου της εισαγωγή είναι ότι η υλοποίηση είναι εύκολη και ότι είναι γρηγορότερος
από τον αλγόριθµο της ταξινόµησης µε ϕυσαλίδας και την ταξινόµηση µε επιλογής. ΄Ενα
µειονέκτηµα είναι ότι ο χρόνος είναι αργός για πολύ µεγάλο µέγεθος του n, όπου n είναι το
πλήθος του πίνακα. ΄Οσον αφορά για τον χρόνο εκτέλεσης προκύπτει ότι στη έχει γραµµικό
χρόνο O(n) στη περίπτωση που τα στοιχεία του πίνακα είναι ταξινοµηµένα ενώ στη χειρότερη
περίπτωση απαιτεί O(n2).

Ο αλγόριθµος ταξινόµησης µε επιλογής επιλέγει το πρώτο µικρότερο στοιχείο και το
αντικαθιστά µε το στοιχείο που ϐρίσκεται στην πρώτη ϑέση του πίνακα. Η διαδικασία ϑα
συνεχιστεί µέχρι ϐρεθεί το τελευταίο στοιχείο που ϑα είναι στην ϑέση του. Είναι πιο αργός
από την ταξινόµηση µε εισαγωγή µε αποτέλεσµα ο αλγόριθµος εισαγωγή να είναι η καλύτερη
επιλογή, αλλά είναι πιο γρήγορος από την ταξινόµηση µε ϕυσαλίδα. ΄Ενα πλεονέκτηµα είναι
ότι η υλοποίηση είναι εύκολη αλλά ένα µειονέκτηµα είναι στο χρόνο ο οποίος είναι αργός.
Από ότι ϐλέπουµε και στον πίνακα 6.1 ο χρόνος εκτέλεσης στη χειρότερη περίπτωση είναι
O(n2) όπως και της ταξινόµησης µε εισαγωγής.

Συνεχίζοντας, ο αλγόριθµος µε ϕυσαλίδα κάνει συνεχώς συγκρίσεις µεταξύ των στοιχείων
ανά δύο µε πολλά περάσµατα, και αντιµεταθέσεις µέχρι να ταξινοµηθούν στη σειρά τα στοι-
χεία και ο πίνακας να είναι ταξινοµηµένος. Ο αλγόριθµος ϑεωρείται από τους πιο αργούς
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αλγόριθµους εκτός και το µέγεθος του πίνακα είναι µικρό, αλλά είναι πολύ εύκολος στην
υλοποίηση του. ΄Οσον αφορά για τον χρόνο εκτέλεσης και αυτός στη χειρότερη περίπτωση
είναι O(n2).

Η ταξινόµηση µε συγχώνευση είναι της κατηγορίας της διαίρει και ϐασίλευε. Κατά
την διαδικασία του αλγόριθµου διαιρεί το πίνακα σε δύο υποπίνακες και τους ταξινοµεί
αναδροµικά το κάθε ένα υποπίνακα και στο τέλος συνδυάζει τους υπόπινακες αυτούς σε ένα
πίνακα. ΄Ενα πλεονέκτηµα είναι ότι γρήγορος αλγόριθµος σχετικά από άλους αλγόριθµους
µιας και έχει χρόνο εκτέλεσης Ω(n logn).

΄Οπως και η ταξινόµησης µε συγχώνευση έτσι και ο αλγόριθµος της γρήγορης ανήκει
στην κατηγορία του διαίρει και ϐασίλευε. Κατά την διαδικασία της υλοποίησης, εάν υπάρχει
ένα µόνο ένα στοιχείο στον πίνακα τότε δεν κάνει τίποτα διαφορετικά επιλέγεται ένα στοιχείο
το pivot. Στη συνέχεια χωρίζει το πίνακα σε δύο µέρη τέτοιο ώστε τα στοιχεία που είναι
µικρότερο του pivot να υπάρχουν αριστερά, και τα στοιχείο που είναι µεγαλύτερα του pivot να
ϐρίσκονται δεξιά και στο τέλος ταξινοµεί τα δύο µέρη αναδροµικά. Γενικά ο χρόνος εκτέλεσης
επηρεάζεται από την επιλογή του στοιχείου pivot. Η χειρότερη περίπτωση O(n2) είναι όταν τα
στοιχεία ϐρίσκονται είδη ταξινοµηµένα και το στοιχείο pivot ϐρίσκεται στην πρώτη ϑέση του
πίνακα διαφορετικά στην µέση περίπτωση ϑα είναι όταν επιλέξουµε το στοιχείο pivot τυχαία
στο πίνακα όπου ο χρόνος εκτέλεσης στην µεσαία περίπτωση είναι O(n logn). Επίσης ένα
πλεονέκτηµα είναι ότι είναι γρήγορος αλγόριθµος σε χρόνο και ταχύτητα από την ταξινόµηση
της συγχώνευση και από άλλους αλγόριθµους.

Αλγόριθµος καλύτερης περίπτωσης χειρότερης περίπτωσης
Ταξινόµηση µε εισαγωγή O(n) O(n2)
Ταξινόµηση µε επιλογή O(n2) O(n2)

Ταξινόµηση µε ϕυσαλλίδα O(n2) O(n2)
Γρήγορη ταξινόµηση Ω(n logn) O(n2)

Ταξινόµηση µε συγχώνευση O(n logn) O(n logn)

Πίνακας 6.1: Χρόνος εκτέλεσης αλγόριθµων συγκριτικής ταξινόµησης [8]

Στον πίνακα 6.2 ϐλέπουµε τους αλγόριθµους ταξινόµησης γραµµικού χρόνου στην κα-
λύτερη περίπτωση, στην µέση περίπτωση και στην χειρότερη περίπτωση. Συγκρίνοντας τους
αλγόριθµους σε γραµµικό χρόνο συµπερένουµε πως η ταξινόµηση µε δοχεία έχει αναµένο-
µενο χρόνο γραµµικό O(n) αν τα στοιχεία ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή. Επείσης
έχει γραµµικό χρόνο εκτέλεσης όταν δεν υπάρχει οµοιόµορφη κατανοµή στα στοιχεία της
εισόδου. Στη συνέχεια αναλύοντας τον χρόνο εκτέλεσης της απαριθµιτικής ταξινόµησης συ-
νολικά έχει χρόνο O(n + k). ΄Οµως η απαριθµιτική ταξινόµηση χρησιµοποιείται µόνο όταν
k = O(n). ΄Αρα ο χρόνος εκτέλεσης ϑα είναι O(n). Η αριθµοτακτική ταξινόµηση έχει συνολι-
κό χρόνο εκτέλεση O(nm). Στη περίπτωση όµως που το d = O(n), τότε ο χρόνος εκτέλεσης
είναι γραµµικός δηλαδη O(n). [8].

6.2 Υλοποίηση της απαριθµιτική ταξινόµηση

Παρακάτω απεικονίζεται το πρόγραµµα της αριθµοτακτικής ταξινόµησης υλοποιηµένο
µε την γλώσσα προγραµµατισµού C (ϐλπ. 6.1). Στην εικόνα απεικονίζεται το εκτελέσιµο
αρχείο µε τα αποτελέσµατα.
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6.3 Υλοποιήση της αριθµοτακτικής ταξινόµησης

Αλγόριθµος καλύτερης περίπτωσης χειρότερης περίπτωσης
Απαριθµιτική Ταξινόµηση O(n) O(n)
Αριθµοτακτική Ταξινόµηση O(n) O(n)

Ταξινόµηση µε δοχεία O(n) O(n)

Πίνακας 6.2: Χρόνος εκτέλεσης αλγόριθµων ταξινόµησης γραµµικού χρόνου [8]

Εικόνα 6.1: Αριθµοτακτικής ταξινόµησης

6.3 Υλοποιήση της αριθµοτακτικής ταξινόµησης

Στο 6.2 ϐλέπουµε το πρόγραµµα της αριθµοτακτικής ταξινόµησης. Επίσης στην εικόνα
6.2 απεικονίζεται το εκτελέσιµο αρχείο µε τα αποτελέσµατα της αριθµοτακτικής ταξινόµησης.

Εικόνα 6.2: Αριθµοτακτικής ταξινόµησης

6.4 Υλοποίηση της ταξινόµηση µε δοχεία

Στο 6.3 ϐλέπουµε το πρόγραµµα της ταξινόµησης µε δοχεία υλοποιηµένο στη γλώσ-
σα C. Επίσης στην εικόνα 6.3 απεικονίζεται το εκτελέσιµο αρχείο µε τα αποτελέσµατα της
ταξινόµησης µε δοχεία.
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Εικόνα 6.3: Ταξινόµηση µε δοχεία

Αλγοριθµος 6.1: Πρόγραµµα counting sort [9]

#include<stdl ib .h>
#define N 8
int main ( )
{

int m=5, x [N] , c [m] , y [N] ;
int i , j ;
{

pr int f ( "dose akeraious arithmous gia ton pinaka eisodou : " ) ;
for ( i =0; i < N; i ++)
scanf ( "%d" ,&x [ i ] " ) ;
}
pr int f ( "\n\n" ) ;

for ( i =0; i < m; i ++)
c [ i ]= 0;

for ( j =0; j < N; j ++)
c [ x [ j ] ] = c [ x [ j ] ] + 1;
pr int f ( " to plithos ton stoixeion sto c [ i ] : " ) ;
for ( i =0; i < m; i ++)

pr int f ( "%d" ,c [ i ] ) ;
for ( i =1; i < m; i ++)
c [ i ]= c [ i ] + c [ i −1];

pr int f ( "\n\n to plithos ton stoixeion sto c [ i ] : " ) ;
for ( i =0; i < m; i ++)
pr int f ( "%d" , c [ i ] ) ;
pr int f ( "\n\n" ) ;

for ( i =(N−1); i > 0; i −−)
{

x [ i ]= c [ y [ i ] ] ;
y [ c [ x [ i −1]] ]=x [ i ]−1;

c [ x [ i ] ] = c [ x [ i ] ] −1;
}

pr int f ( "o taxinomimenos pinakas einai : " ) ;
for ( i = 0; i < N; i ++)
{
x [ i ] = y [ i ] ;
pr int f ( "%d" , x [ i ] ) ;

}
pr int f ( "\n\n" ) ;
system ( "pause" ) ;
return 0;
}
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Αλγοριθµος 6.2: Πρόγραµµα radix sort [13]

#include<stdio .h>
#include<stdl ib .h>
#define N 7
int main ( )
{

int i ,m, j , tmp, temp, min, X[N] , Y [N] ;

pr int f ( "dose arithmous gia ton pinaka x \n" ) ;
for ( i =0; i <N; i ++)
{

scanf ( "%d" , &X[ i ] ) ;
Y [ i ]=X[ i ] ;

}
for (m=0; m<6; m++)
{

for ( i =0; i <N; i ++)
{

min = X[ i ] % 10;
tmp= i ;

for ( j = i +1; j <N; j ++)
{

i f (min > (X[ j ] % 10 ) )
{

min = X[ j ] % 10;
tmp= j ;
}

}
temp = Y[tmp ] ;
Y [tmp]= Y[ i ] ;
Y [ i ]= temp;
temp = X[tmp ] ;
X[tmp]= X[ i ] ;
X[ i ]= temp;

}

for ( j =0; j <N; j ++)
X[ j ]=X[ j ] / 10;

}
pr int f ( "O taxinomimenos pinakas einai : " ) ;

for ( i = 0; i < N; i ++)
pr int f ( "%d " , Y [ i ] ) ;

}
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Κεφάλαιο 6. Υλοποίηση αλγόριθµων

Αλγοριθµος 6.3: Πρόγραµµα bucket sort [14]

#include<stdio .h>
#include<stdl ib .h>
#define N 1o
int main ( )
{

int X[50] , bucket_sort [ 10 ] [ 50 ]= { [ 0 ] } , Y [50 ] ;
int j ,m,k,p , f laq =0;

pr int f ( "dose ta stoixeia gia ton pinaka X:\n" ) ;
for ( k=0; k<N; k++)
scanf ( "%d" ,&n ) ;

Y [k]=X[k]=n;

for ( p=1; f lag !=N; p∗=10){
f lag =0;

for ( k=0; k<N; k++) {
bucket_sort [ ( Y [k]/p)%10][k ] = Y [k ] ;
i f (Y [k]/p)%10 ==0){
f lag ++;
}

i f ( f lag==N) {
pr int f ( "\n i taxinomimeni l i s t a einai :\n" ) ;

for ( j =0; j <N; j ++)
{
pr int f ( "%d\t " , Y [ j ] ) ;
}
pr int f ( "\n" ) ;
getch ( ) ;
return 0;
}
for ( j =0,m=0; j <10; j ++)
for ( k=0; k<N; k++)
{
i f ( bucket_sort [ j ] [ k ] >0){
Y [m] = bucket_sort [ j ] [ k ] ;
bucket_sort [ j ] [ k]=0;
m++;
}
}
}
}
return 0;
}
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Κεφάλαιο 7

Επίλογος

Στο κεφάλαιο αυτό καταγράφονται όλα τα συµπεράσµατα που προέκυψαν στην πτυχιακή
εργασία.

7.1 Συµπεράσµατα

Στην παρούσα πτυχιακή εργασία µελετήθηκαν και παρουσιάστηκαν οι αλγόριθµοι τα-
ξινόµησης γραµµικού χρόνου O(n) στους οποίους µελετήθηκε ο χρόνος εκτέλεσης. Οι αλ-
γόριθµοι ταξινόµησης που µελετήθηκαν ήταν ως εξής : η απαριθµιτική ταξινόµηση (counting
sort), η αριθµοτακτική ταξινόµηση (radix sort), και η ταξινόµηση µε δοχεία (bucket sort).

Συγκρίνοντας τους αλγόριθµους ταξινόµησης της κατηγορίας των συγκριτικών συµπερα-
ίνουµε ότι ο κατάλληλος αλγόριθµος για αυτούς τους αλγορίθµους είναι της γρήγορης ταξι-
νόµησης µε χρόνο εκτέλεσης O(n logn) µιας και είναι γρήγορος σε σχέση µε τους άλλους σε
χρόνο και ταχύτητα. ΄Αρα είναι αποδοτικός από τους υπόλοιπους αλγόριθµους συγκριτικής
ταξινόµησης.

Επίσης για τους αλγόριθµους της συγκριτικής ταξινόµησης και µε την ϐοήθεια των
δέντρων αποφάσεων αποδείχθηκε ότι υπάρχει το κάτω ϕράγµα για οποιοδήποτε αλγόριθµους
που ϐασίζονται στις συγκρίσεις απαιτώντας Ω(n logn) συγκρίσεις στη χειρότερη περίπτωση.
Αξίζει να σηµειωθεί πως αυτή η περίπτωση είναι η ιδανική για αυτούς τους αλγόριθµους.

΄Οσον αφορά τους αλγορίθµους γραµµικού χρόνου σε σχέση µε τους αλγορίθµους της συ-
γκριτικής ταξινόµησης οι αλγόριθµοι αυτοί δεν χρησιµοποιούν τις συγκρίσεις για τις πράξεις
τους αλλά σε άλλες τεχνικές και προέκυψε στο συµπέρασµα ότι είναι γρηγορότεροι από τους
συγκριτικούς αλγόριθµους ταξινόµησης σε χρόνο και ταχύτητα λόγω ότι ο χρόνος τους είναι
γραµµικός δηλαδή O(n). Οπότε ϕαίνεται να είναι ταχύτεροι. Αναλύοντας την πολυπλο-
κότητα των αλγόριθµων προκύπτει ότι η πολυπλοκότητα είναι γραµµική O(n) στη καλύτερη
περίπτωση.
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Παραρτήµατα
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Παράρτηµα Αʹ

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ

Στο παράρτηµα αυτό δίνονται οι ϐασικές ένοιες των πιθανοτήτων και τις ιδιότητες τους
καθώς ορίζονται οι οι τυχαίες µεταβλητές, η αναµενόµενη τιµή και η γραµµικότητα

Αʹ.1 Οι πιθανότητες στους αλγόριθµους

Οι πιθανότητες είναι τοµέας των µαθηµατικών που χρησιµοποιούνται για να αναλύσουν
ένα τυχαίο πείραµα όπως για παράδειγµα στην ϱίψη ενός νοµίσµατος για να προκύψει κεφα-
λή ή κορώνα, στην ϱίψη ενός Ϲαριού, στην γέννηση ενός παιδιού αν προκύψει αγόρι ή κορίτσι
κ.ά. Επίσης µπορούν να χρησιµοποιηθούν στους αλγόριθµους. Μέσω της πιθανότητας µπο-
ϱεί να αναλυθεί ο χρόνος ενός πιθανοτικού αλγορίθµου. Γενικά µία πιθανότητα αποτελεί ενα
χώρο που λέγεται δειγµατικός χώρος. Ο δειγµατικός χώρος περιλαµβάνει το σύνολο όλων
των δυνατών αποτελεσµάτων που µπορεί να πάρει ένα τυχαίο πείραµα και συµβολίζεται µε
κεφαλαία γράµατα όπως για παράδειγµα Ω. Το Ω είναι ο δειγµατικός χώρος.

Το ενδεχόµενο είναι ένα σύνολο του δειγµατικού χώρου Ω που αποτελεί. Για παράδειγµα
έστω ότι ϱίχνουµε ένα Ϲάρι και το ενδεχόµενο είναι κατά την ϱίψη να τύχει ο αριθµός 4.
Ο δειγµατικός χώρος αποτελεί όλα τα δυνατά αποτελέσµατα που µπορεί να πάρει το Ϲάρι
δηλαδή Ω = {1,2,3,4,5,6}. Στην περίπτωση αυτή το ενδεχόµενο είναι µετά την ϱήψη του
Ϲαριού να τύχει το 4 δηλαδή η πιθανότητα 1

6 . Επίσης κάθε σηµείο του δειγµατικού χώρου
λέγεται δειγµατικό στοιχείο. Για παράδειγµα το 1,2,3,4,5 και το 6 είναι δειγµατικά στοιχεία
του δειγµατικού χώρου. ΄Οσον αφορά για τον συµβολισµό της πιθανότητας ας υποθέσουµε
ότι Ω το δειγµατικό χώρο και Α το γεγονός που µπορεί να συµβεί. Τότε η πιθανότητα για να
συµβεί είναι P(A). Στην περίπτωση αυτή µε την ϱίψη του Ϲαριού η πιθανότητα να τύχει 4
µπορεί να γραφτεί µε τον εξής τρόπο: P(6) = 1

6 .

Αʹ.2 Ιδιότητες πιθανοτήτων

Παρακάτω υπάρχουν κάποιες ιδιότητες των πιθανοτήτων.

P(S) = 1

p(A) ≥ 0
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Παράρτηµα Αʹ. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ

P


n⋃
j=1
Aj

 =
∑
j

P(Aj)

Αν P(A) είναι η πιθανότητα και Ω ο δειγµατικός χώρος τότε το συµπλήρωµα του P(A) =

Ω − P(A) [8].

Αʹ.3 Τυχαίες µεταβλήτες

Στις πιθανότητες µια τυχαία µεταβλητή µπορεί να πάρει το σύνολο όλων των δυνατών
τιµών. Μια τυχαία µεταβλητή µπορεί να είναι διακριτή ή συνεχής.

Μια τυχαία µεταβλητή λέγεται διακριτή όταν οι τιµές που παίρνει σε ένα διάστηµα είναι
πεπερασµένες ή αριθµίσιµες δηλαδή παίρνει συγκεκριµένες τιµές, ενώ µία τυχαία µεταβλητή
λέγεται συνεχής όταν παίρνει οποιαδήποτε τιµή σε ένα διάστηµα τιµών [8].

Αʹ.4 Αναµενοµένη τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής

Η αναµενόµενη τιµή µιας τυχαίας µεταβλήτης Y ορίζει την µέση τιµή των τιµών της µέτρη-
σης ενός πειράµατος το οποίο επαναλαµβάνεται πολλές ϕορές. Πιο αναλυτικά ας υποθέσουµε
ότι έχουµε µία διακριτή τυχαία µεταβλητή Y που παίρνει τιµές yi όπου yi ∈ N = {1,2,3...},
και N ⊂ N και pj = P(Y = yj) είναι οι πιθανότητες που µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή.
Η αναµενόµενη τιµή συµβολίζεται µε E(Y ), και για να υπολογιστεί παίρνουµε το άθροισµα
της πιθανότητα της κάθε τιµή επί την τιµή που µπορεί να πάρει. ΄Αρα η αναµενόµενη τιµής
της µεταβλητής αυτής ϑα είναι :

E[Y ] =
∑
j∈N

yj · pj

Για παράδειγµα ϑέλουµε να υπολογίσουµε την αναµενόµενη τιµή στο ϱίξιµο ενός Ϲαριού.
Ο δειγµατικός χώρος είναι Ω = {1,2,3,4,5,6} και µε πιθανότητα P = P(1) = P(2) = P(3) =

P(4) = P(5) = P(6) = 1
6 . ΄Αρα η αναµενόµενη τιµή ϑα είναι ϑα είναι το άθροισµα του

δειγµατικού χώρου επί την πιθανότητα για κάθε τιµή. ΄Οποτε

E[Y ] = 1 ·
1
6

+ 2 ·
1
6

+ 3 ·
1
6

+ 4 ·
1
6

+ 5 · 16 + 6 ·
1
6

= 3,5

Για τον υπολογισµό της αναµενόµενης τιµής µιας συνεχής τυχαίας µεταβλητής µε συ-
νάρτηση πυκνότητα πιθανότητας f (j) δίνεται από τον τύπο:

E[Y ] =

∫
j · f (j)dx

Στην περίπτωση που έχουµε δύο τυχαίες µεταβλητές X και Y , τότε η αναµενόµενη τιµή
των µεταβλητών αυτών ισούται µε το άθροισµα των αναµενόµενων τιµών δηλαδή:

E[X + Y ] = E[X ] + E[Y ]

Η ιδιότητα αυτή λέγεται γραµµικότητα των αναµενόµενων τιµών και ισχύει ακόµη και αν
οι δύο µεταβλητές δεν είναι ανεξάρτητες. Στην περίπτωση που οι δύο µεταβλητές είναι
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Αʹ.5 ∆είκτριες τυχαίων µεταβλητών

ανεξάρτητες τότε παίρνουµε το γίνοµενο των δύων αναµενόµςνων τιµών και ϑα ισχύει ότι :

E[XY ] = E[X ]E[Y ]

για κάθε X , Y και E[X ] =
∑
x

xP{X = x} και E[Y ] =
∑
y yP{Y = y}.

΄Εστω ότι a είναι µία σταθερά, και Χ και Y δύο τυχαίες µεταβλητές τότε ϑα ισχυεί ι
ηδιότητα

E[aX + Y ] = aE[X ] + E[Y ][8]

Αʹ.5 ∆είκτριες τυχαίων µεταβλητών

Οι δείκτριες τυχαίων µεταβλητών χρησιµοποιούνται πολλές ϕορές στην πολυπλοκότητα
των αλγορίθµων για να αναλύσουµε έναν αλγόριθµο και ο ϱόλος τους είναι η µετατροπή της
πιθανότητας σε αναµενόµενες τιµές και αντίστροφα. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα Ϲάρι και
ο δειγµατικός χώρος του Ϲαριού είναι Ω = (1,2,3,4,5,6) και έστω ότι P = P(1) = P(2) =

P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = 1
6 , και X4 ορίζουµε την δείκτρια τυχαία µεταβλητή η οποία

αντιστοιχεί στο ενδεχόµενο να έχουµε τον αριθµό 4 στο Ϲάρι δηλαδή P(4). Η τιµή αυτή
ισούται µε την πιθανότητα να ϕέρει 4 το Ϲάρι, δηλαδή 1 αν ϕέρει P(4), διαφορετικά 1− P(4).
΄Αρα

X4 = I4 =

1 P(4)

0 1 − P(4)

E[Xk] = E[I(4)] = 1 · P(4) + 0 · P(4) = 1 · 1
6 + 0 · (1 − 1

6 ) = 1
6

΄Αρα ο αναµενόµενος αριθµός να ϕέρει το Ϲάρι 4 σε µία ϱίψη ενός Ϲαριού είναι 1
6 . Ε-

ποµένως η αναµενόµενη τιµή µιας δείκτριας µεταβλητής που αντιστοιχεί σε ένα ενδεχόµενο
ισούται µε την πιθανότητα να συµβεί το Α [8].
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