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Περίληψη

Η παρούσα πτυχιακή εργασία ϐασίζεται στους σορούς Fibonacci οι οποίοι παροµιάζουν
µε τους διωνυµικούς σωρούς. Οι σωροί Fibonacci όπως και οι διωνυµικοί σωροί αποτελο-
ύνται από µία συλλογή από δέντρα. ΄Ενα σηµαντικό που παρουσιάζουν οι σωροί Fibonacci
είναι ότι παρουσιάζουν καλύτερα ϕράγµατα για κάποιες πράξεις σε αντίθεση µε τους διω-
νυµικούς. Οι σωροί Fibonacci για τον χρόνο εκτέλεσης χρησιµοποιούν λογιστικά χρονικά
και όχι χρονικά ϕράγµατα χειρότερης περίπτωσης. ΄Ετσι οι πράξεις Εισαγωγή, Ελάχιστο και
Συνένωση στους σωρούς Fibonacci έχουν λογιστικό χρόνο εκτέλεσης O(1) ενώ οι πράξεις ∆ια-
γραφή, Εξαγωγή ελαχίστου έχουν απαιτούµενο χρόνο εκτέλεσης O(log n). ΄Ενα πλεονέκτηµα
για τους σωρούς Fibonacci που παρουσιάζουν είναι ότι η µείωση κλειδιού χρειάζεται λογι-
στικό χρόνο O(1). Τελειώνοντας οι σοροί Fibonacci συγκρίνονται µε άλλες δοµές δεδοµένων
όπως είναι των διωνυµικών σορών και παρουσιάζονται πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα.

Λέξεις Κλειδιά

Σωροί Fibonacci, διωνυµικά δέντρα, διωνυµικοί σωροί, πράξεις συγχωνεύσιµου σωρού
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Abstract

This thesis is based on the Fibonacci heaps which interfere with the binomial heaps.
The Fibonacci heaps as well as the binomial heaps consist of a collection of trees. An
important feature of heaps Fibonacci is that they show better bounds for some operations,
unlike binomials. The execution time envelopes Fibonacci use accounting times rather
than time worst case. Thus, the Introduction, Minimum, and Fuzzy steps in the Fibonacci
heaps have a O(1) execution time while the Deleting, Extracted minuses have a required
run time of O(logn). An advantage for heaps Fibonacci they show is that the key reduction
requires a O(1) accounting time. Finishing the Fibonacci heaps is compared to other data
structures such as binomial heaps and presents advantages and disadvantages

Keywords

Fibonacci heaps, binomial trees, binomial heaps, merging heap operations

3





στους γονείς µου





Ευχαριστίες

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή κ. Γρηγόρη Καραγιώργο για την επίβλεψη αυτής
της πτυχιακής εργασίας.

Σπάρτη, Οκτώµβριος 2017

Ελισάβετ Αθανασίου

7





Περιεχόµενα

Περίληψη 1

Abstract 3

Ευχαριστίες 7

Πρόλογος 15

1 Εισαγωγή 17

1.1 Αντικείµενο της εργασίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2 ∆ιάρθωση της εργασίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Εισαγωγή στους αλγορίθµους 19

2.1 Αλγόριθµοι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Πολυπλοκότητα αλγορίθµων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 ∆οµές δεδοµένων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Σωροί Fibonacci 25

3.1 ∆οµή δεδοµένων σωρού . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2 Σωροί Fibonacci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.3 Πράξεις συγχωνεύσιµου σωρού . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3.1 Κατασκευή σωρού Fibonacci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3.2 Εισαγωγή κόµβου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.3.3 Εύρεση του ελάχιστου κόµβου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.3.4 Συνένωση δύων σορών Fibonacci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.3.5 Εξαγωγή ελάχιστου κόµβου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.4 Μείωση κλειδιού και διαγραφή κόµβου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.4.1 Μείωση κλειδιού . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.4.2 ∆ιαγραφή κόµβου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4 Υλοποίηση 37

4.1 Υλοποίηση σωρών Fibonacci µε την γλώσσα προγραµµατισµού C . . . . . . . 37

5 Σύγκριση µε άλλες δοµές 41

5.1 Σύγκριση σορών Fibonacci µε τους δυωνυµικούς σωρούς . . . . . . . . . . . 41

5.2 Πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

9



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

6 Επίλογος 43

6.1 Συµπεράσµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

Βιβλιογραφία 45

Απόδοση ξενόγλωσσων όρων 47

10



Κατάλογος Εικόνων

3.1 Σωρός . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.2 Σωρός Fibonacci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.3 Παράδειγµα Σωρός Fibonacci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.4 Εισαγωγή κόµβου σε σωρό Fibonacci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

11





Κατάλογος Πινάκων

5.1 Χρόνος εκτέλεσης πράξεων στη χειρότερη περίπτωση . . . . . . . . . . . . . 42

13





Πρόλογος

Η πτυχιακή εργασία εκπονήθηκε στα πλαίσια του προγράµµατος σπουδών στο τελευτα-
ίο εξάµηνο για την απόκτηση πτυχίου από το τµήµα Μηχανικών Πληροφορικής Τ.Ε. του
ΤΕΙ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ (΄Εδρα: Σπάρτη), Τεχνολογικών Εφαρµογών. Στόχος αυτής της πτυ-
χιακής εργασίας είναι να µελετήσει τους σωρούς Fibonacci και να τους υλοποιήσει µε την
γλώσσα προγραµµατισµού C. Επιπλέον ϑα γίνει σύγκριση µε παρόµοιες δοµές δεδοµένων
όπως των διωνυµικών σωρών και ϑα παρουσιάσει πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Αντικείµενο της εργασίας

Οι αλγόριθµοι είναι ένας τοµέα της πληροφορικής όπου επιλύουν υπολογιστικά προ-
ϐλήµατα. Μερικά από αυτά είναι : το πρόβληµα του µονοπατιού σε ένα γράφηµα, το
πρόβληµα της αναζήτησης, το πρόβληµα της ταξινόµησης, το πρόβληµα του SAT , οι σωροί
Fibonacci και άλλα πολλά. Κάποια από αυτά έχουν επιλυθεί από έναν αλγόριθµο δηλαδή
υπάρχει κάποιος αλγόριθµος που να µπορεί να τα επιλύει ενώ σε κάποια άλλα προβλήµατα
δεν έχει ϐρεθεί αλγόριθµος που να µπορεί να τα επιλύει προς το παρών. ΄Ετσι λοιπόν στα
προβλήµατα που υπάρχει αλγόριθµος για να λυθούν ορίζονται επιλύσιµα προβλήµατα ενώ
τα προβλήµατα που δεν έχει ϐρεθεί αλγόριθµος ορίζονται µη επιλύσιµα.

΄Ενα άλλο ϐασικό ϑέµα που παίζει σπουδαίο ϱόλο στους αλγόριθµους είναι η πολυπλο-
κότητα των αλγορίθµων. Η πολυπλοκότητα των αλγορίθµων ασχολείται µε την ανάλυση του
αλγορίθµου. ΄Ετσι η πολυπλοκότητα ασχολείται µε τον υπολογισµό των υπολογιστικών πόρων
που χρειάζεται ένας αλγόριθµος. Για τους υπολογιστικούς πόρους οι πόροι είναι ο χρόνος
και ο χώρος. ∆ηλαδή υπολογίζει τον απαιτούµενο ή αλλιώς συνολικό χρόνο που απαιτείται
ένας αλγόριθµος για να τρέξει καθώς επίσης και τον συνολικό χώρο που απαιτείται ένας αλ-
γόριθµος για την µνήµη. Ανάλογα µε τον χρόνο και τον χώρο που διαθέτει ένας αλγόριθµος
αναλύεται σε τρεις περιπτώσεις. Αυτές οι περιπτώσεις είναι η καλύτερη περίπτωση, η µέση
περίπτωση και η χειρότερη περίπτωση. Επιπλέον η πολυπλοκότητα χωρίζει τα προβλήµατα
σε κλάσεις πολυπλοκότητας. ∆ύο από τις σηµαντικές κλάσεις της πολυπλοκότητας είναι η
κλάση P και η NP.

Στην παρούσα πτυχιακή εργασία ϑα µελετήσουµε τους σωρούς Fibonacci οι οποίοι είναι
δοµές δεδοµένων και εκτελούν κάποιες πράξεις σε δυναµικά σύνολα. Οι σωροί Fibonacci
παροµοιάζουν µε τους διωνυµικούς σωρούς ή αλλιώς συγχωνεύσιµων σορών και επίσης µπο-
ϱούµε να τους δούµε µε την µορφή δυωνυµικών δέντρων.

Οι ϐασικές πράξεις που εκτελούνται όσο στους σωρούς Fibonacci τόσο και στους δυω-
νυµικούς σωρούς είναι οι πράξεις ΕΙΣΑΓΩΓΗ, ΕΛΑΧΙΣΤΟ, ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΕΛΑΧΙΣΤΟΥ, και ΣΥ-
ΝΕΝΩΣΗ. Η πράξη συνένωση είναι η πράξη η οποία συγχωνεύει δύο σωρούς. Επιπλέον
κάποιες άλλες πράξεις που εκτελούν οι συγκεκριµένες δοµές δεδοµένων (σωροί Fibonacci,
δυωνυµικοί σωροι) είναι η πράξη ΜΕΙΩΣΗ ΚΛΕΙ∆ΙΟΥ και η πράξη ∆ΙΑΓΡΑΦΗ.

Γενικά οι σωροί Fibonnacci παρέχουν µία ϐελτιωµένη εκδοχή των διωνυµικών σωρών.
Οι σωροί Fibonacci χρησιµοποιούν λογιστικά χρονικά ϕράγµατα για τον χρόνο εκτέλεσης.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

΄Ετσι ο λογιστικός χρόνος όσον αφορά για τις πράξεις εισαγωγή, ελάχιστο, συνένωση είναι
O(1) ενώ οι πράξεις διαγραφή και µείωση κλειδιού έχουν λογιστικό χρόνο O(logn).

΄Ετσι, στόχος αυτής της πτυχιακής εργασίας είναι να µελετήσει τους σωρούς Fibonacci και
να τους υλοποιήσει µε την γλώσσα προγραµµατισµού C. Επιπλέον ϑα γίνει σύγκριση µε πα-
ϱόµοιες δοµές δεδοµένων όπως των δυωνυµικών σωρών και ϑα παρουσιάσει πλεονεκτήµατα
και µειονεκτήµατα.

1.2 ∆ιάρθωση της εργασίας

Η πτυχιακή εργασία αποτελείται από εξής κεφάλα:
Στο Κεφάλαιο 2 ϑα δούµε κάποια ϑέµατα που ϐασίζονται στους αλγόριθµους. Επίσης

ϑα µελετήσουµε την ανάλυση του αλγορίθµου που ϐασίζεται στην πολυπλοκότητα καθώς
επίσης ϑα αναφερθεί η έννοια της δοµής δεδοµένων.

Στο Κεφάλαιο 3 ϑα γίνει µία µελέτη στους σωρούς Fibonacci οι οποίοι είναι το ϐασικό
ϑέµα της πτυχιακής εργασίας.

Στο Κεφάλαιο 4 ϑα δούµε την υλοποίηση των σορών Fibonacci µε την γλώσσα προγραµ-
µατισµού C.

Στο Κεφάλαιο 5 γίνεται µία σύγκριση µε παρόµοιες δοµές δεδοµένων όπου παρουσι-
άζονται τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατά τους.

Στο Κεφάλαιο 6 εµφανίζονται τα συµπεράσµατα από την πτυχιακή εργασία.
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Κεφάλαιο 2

Εισαγωγή στους αλγορίθµους

Στο κεφάλαιο αυτό αρχικά ϑα γίνει µία περιγραφή σχετικά µε τους αλγόριθµους καθώς
επίσης ϑα γνωρίσουµε τι είναι ένας αλγόριθµος. Συνεχίζοντας ϑα µιλήσουµε για την

πολυπλοκότητα στους αλγόριθµους η οποία είναι ϐασική για την ανάλυσή τους καθώς στο
τέλος του κεφάλαιού ϑα αναφερθούµε στις δοµές δεδοµένων.

2.1 Αλγόριθµοι

Γνωρίζουµε πως στην επιστήµη των υπολογιστών υπάρχουν υπολογιστικά προβλήµατα
που αντιµετωπίζει η πληροφορική όπως το πρόβληµα της ταξινόµησης, το πρόβληµα της
αναζήτησης, το πρόβληµα της ϐελτιστοποίησης κ.ά. Επίσης υπάρχουν υπολογιστικά προ-
ϐλήµατα που δεν έχουν επιλυθεί µέχρι σήµερα και κάποια άλλα που έχει ϐρεθεί κάποια
λύση δηλαδή έχει ϐρεθεί κάποιος αλγόριθµος. ΄Ετσι λοιπόν η χρήση των αλγόριθµων είναι
η ιδανική ιδέα για την επίλυση των προβληµάτων που αντιµετωπίζει η πληροφορική.

΄Ενας ορισµός για τον αλγόριθµο είναι ο ακόλουθος.

Ορισµός 2.1. Αλγόριθµος είναι µία πεπερασµένη σειρά από ενέργειες, αυστηρά καθορισµένες

και εκτελέσιµες σε πεπερασµένο χρόνο, οι οποίες στοχεύουν στην επίλυση ενός υπολογιστικού

προβλήµατος.

Επιπλέον κάθε αλγόριθµος που εφαρµόζεται για την επίλυση των προβληµάτων ϑα πρέπει
να ακολουθεί κάποια κριτήρια :

• Είσοδος: περιλαµβάνει όλα τα δεδοµένα που χρειάζεται ένας αλγόριθµος έτσι ώστε να
γίνει η επεξεργασία των δεδοµένων καθώς επίσης και για την εκτέλεση.

• ΄Εξοδος: ΄Ενας αλγόριθµος ϑα πρέπει να περιλαµβάνει µία έξοδο για τα αποτελέσµατα
που χρειάζεται ένας αλγόριθµος να εξάγει όταν εκτελεστεί.

• Πεπερασµένος: ΄Ενας αλγόριθµος ϑα πρέπει να είναι πεπερασµένος δηλαδή ο αλ-
γόριθµος να τελειώνει µετά από πεπερασµένα ϐήµατα εκτέλεσης των εντολών του.

• Αποτελεσµατικός: Παρόλα αυτά ϑα πρέπει να είναι αποτελεσµατικός ο αλγόριθµος.
΄Οταν λέµε αποτελεσµατικός αλγόριθµος εννοούµε όταν υπάρχει λύση η οποία είναι
αποτελεσµατική.
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• Ορθός: ΄Ενα χαρακτηριστικό ενός αλγόριθµου είναι η ορθότητα. ΄Ενας αλγόριθµος ϑα
είναι ορθός εάν για κάθε είσοδο µπορεί να τερµατίσει δίνοντας στην έξοδο την ορθή
λύση. Αντίθετα ένας µη ορθός αλγόριθµος µπορεί να µην τερµατίζει ή µπορεί να
τερµατίζει δίνοντας όµως διαφορετικό αποτέλεσµα από αυτό που Ϲητάει. ΄Ετσι ένας
αλγόριθµος ϑα µπορεί να επιλύει ένα πρόβληµα όταν ένα πρόβληµα ϑα µπορεί να
εκτελεστεί µετά από πεπερασµένα ϐήµατα µε αποτέλεσµα να δίνει την σωστή έξοδο.

Για την εκτίµηση ενός αλγόριθµου ϑα πρέπει να εξετάζονται κάποια από τα χαρακτηριστι-
κά του όπως εάν είναι ορθός ένας αλγόριθµος, εάν ϐρίσκει καλές λύσεις, εάν είναι αποδοτικός
καθώς επίσης να υπολογίζεται ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης που απαιτείται ένας αλγόριθ-
µος για να λυθεί (δηλαδή η χρονική πολυπλοκότητα) και να υπολογίζεται ο συνολικός χώρος
που διαθέτει ένας αλγόριθµος (δηλαδή η χωρική πολυπλοκότητα). ΄Ετσι η ανάλυση ενός αλ-
γόριθµου είναι σηµαντικό για την εκτίµηση ενός αλγόριθµου όπως ϑα δούµε στην επόµενη
ενότητα και η οποία ασχολείται µε την πολυπλοκότητα ενός αλγόριθµου.

Επιπλέον υπάρχουν κάποιες κατηγορίες αλγόριθµων που µπορούµε να συναντήσουµε
όπως:

• Αλγόριθµοι διαίρει και ϐασίλευε : είναι οι αλγόριθµοι όπου διαιρούν το πρόβληµα σε
διάφορα υποπροβλήµατα και καθένα από αυτά συνδυάζονται για να πάρουν την λύση
του προβλήµατος. Αλγόριθµοι διαίρει και ϐασίλευε είναι η γρήγορη ταξινόµηση (quick
sort) και η ταξινόµηση µε συγχώνευση (merge sort).

• ΄Απληστοι αλγόριθµοι : είναι οι αλγόριθµοι όπου λύνουν προβλήµατα επιλέγοντας κάθε
ϕόρα την ϐέλτιστη λύση. ΄Ενα παράδειγµα άπληστου αλγόριθµου είναι η εύρεση ελάχι-
στου δέντρου κάλυψης γράφου.

• Βέλτιστοι αλγόριθµοι ή άριστοι : είναι οι αλγόριθµοι οι οποίοι αναζητούν την ϐέλτιστη
λύση σε ένα πρόβληµα.

Εκτός από αυτές τις κατηγορίες υπάρχουν και άλλες πολλές όπως τυχαιοκρατικοί αλγόριθ-
µοι, προσεγγιστικοί αλγόριθµοι, αλγόριθµοι τυφλής αναζήτησης κ.ο.κ. Επιπλέον ένας αλ-
γόριθµος γράφεται µε την µορφή της ψευδογλώσσας το οποίο ϐοηθά κάθε προγραµµατιστή
να κατανοεί πιο εύκολα τον αλγόριθµο. ΄Ενα άλλο σηµαντικό είναι ότι µε την σχεδίαση των
αλγόριθµων, πολλοί προγραµµατιστές κατάφεραν να τους υλοποιήσουν σε διάφορες γλώσσες
προγραµµατισµού όπως για παράδειγµα Java, C++, C, Python κ.ά.

2.2 Πολυπλοκότητα αλγορίθµων

Η πολυπλοκότητα των αλγορίθµων είναι ένας τοµέας της ϑεωρίας της πολυπλοκότητας
όπου ασχολείται µε την ανάλυση των αλγόριθµων και την επίλυση των υπολογιστικών προ-
ϐληµάτων. Πιο συγκεκριµένα ασχολείται µε τον υπολογισµό των υπολογιστικών πόρων που
χρειάζονται για την αλγοριθµική επίλυση ενός υπολογιστικού προβλήµατος. Οι υπολογι-
στικοί πόροι είναι η χρονική πολυπλοκότητα δηλαδή το συνολικό χρόνο που χρειάζεται να
λυθεί ένας αλγόριθµος ή αλλιώς τα συνολικά ϐήµατα που χρειάζεται ένας αλγόριθµος µέχρι
να εκτελεστεί, και η χωρική πολυπλοκότητα που είναι ο συνολικός χώρος µνήµης που χρει-
άζεται ένας αλγόριθµος. ΄Ετσι τα ϐασικά µέτρα για τον υπολογισµός της πολυπλοκότητας
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ενός αλγορίθµου είναι ο χώρος και ο χρόνος. ΄Ετσι λοιπόν σε ένα αλγόριθµο ϑα πρέπει να
υπολογίζεται η πολυπλοκότητα του αλγόριθµου.

Επίσης η πολυπλοκότητα χωρίζει τα προβλήµατα σε εύκολα και σε δύσκολα προβλήµατα.
΄Ενα πρόβληµα ϑα λέγεται εύκολο πρόβληµα όταν ο χρόνος για να εκτελεστεί ένας αλγόριθµος
ή ένα υπολογιστικό πρόβληµα για να εκτελεστεί είναι σχετικά µικρός καθώς επίσης υπάρχει
λύση. ΄Ενας αλγόριθµος ή ένα πρόβληµα έχει λύση τότε ϑα λέµε ότι είναι επιλύσιµα ενώ
όταν δεν υπάρχει ακόµη λύση ϑα λέµε ότι είναι µη επιλύσιµο. Αντίστοιχα ένα πρόβληµα
ϑα λέγεται δύσκολο όταν ο χρόνος για να λυθεί είναι αρκετά µεγάλος. Επίσης όταν δεν έχει
ϐρεθεί κάποια λύση για τον αλγόριθµο ϑα λέµε είναι µη επίλυσιµος.

Επειδή υπάρχουν εύκολα και δύσκολα προβλήµατα, η πολυπλοκότητα χώρισε τα υπο-
λογιστικά προβλήµατα σε κλάσεις πολυπλοκότητας. Οι δύο σηµαντικές κλάσεις πολυπλο-
κότητας που υπάρχουν είναι η κλάση P και η κλάση NP. Παρακάτω ϐλέπουµε τον ορισµό
τους.

Ορισµός 2.2. Κλάση P (Deterministic Polynomial Time): είναι η κλάση των προβληµάτων

για τα οποία µπορούν να επιλυθούν σε πολυωνυµικό χρόνο από µία ντετερµινιστική µηχανή

Turing.

Στη κλάση P ανήκουν τα προβλήµατα απόφασης για τα οποία υπάρχει ένας αλγόριθµος
τα οποία επιλύονται σε πολυωνυµικό χρόνο. ΄Ετσι τα προβλήµατα που ανήκουν στην κλάση
αυτή είναι επιλύσιµα. Μερικά από τα προβλήµατα που ανήκουν στην κλάση P είναι το
πρόβληµα του µονοπατιού σε ένα κατευθυνόµενο γράφηµα, το πρόβληµα του αθροίσµατος
και άλλα.

Ορισµός 2.3. Κλάση NP (Non Deterministic Polynomial Time): είναι η κλάση των προβλη-

µάτων για τα οποία µπορούν να επιλυθούν και να επαληθευτούν σε πολυωνυµικό χρόνο από

µία µη ντετερµινιστική µηχανή Turing.

Στη κλάση NP ανήκουν τα προβλήµατα απόφασης τα οποία δεν έχει ϐρεθεί κάποιος
αλγόριθµος που να τα επιλύει. ΄Ετσι τα προβλήµατα που ανήκουν στην κλάση αυτή είναι µη
επιλύσιµα και ϑεωρούνται δύσκολα προβλήµατα λόγο ότι χρειάζονται αρκετό χρόνο για την
επίλυση τους. Μερικά από τα προβλήµατα που ανήκουν στην κλάση P είναι το πρόβληµα
του SAT , το πρόβληµα του πλανόδιου πωλητή κ.ά.

Επιπλέον ανάλογα µε τον πόσο χρόνο χρειάζεται ένας αλγόριθµος για να λυθεί, οι αλ-
γόριθµοι χωρίζονται σε κάποιες κατηγορίες ή κλάσεις πολυπλοκότητας οι οποίες εµφανίζο-
νται στην συνέχεια.

• Σταθερού χρόνου O(1): Στην κατηγορία αυτή ανήκουν αλγόριθµοι ή υπολογιστικά
προβλήµατα όπου ο χρόνος εκτέλεσης που χρειάζεται για να εκτελεστεί είναι σταθερός
και δεν µεταβάλλεται.

• Λογαριθµικού χρόνου O(logn): Στην κατηγορία αυτή ανήκουν αλγόριθµοι ή υπολο-
γιστικά προβλήµατα όπου ο χρόνος εκτέλεσης που χρειάζεται για να εκτελεστεί είναι
λογαριθµικός µε ϐάση το 2. Οι αλγόριθµοι που ανήκουν σε αυτή την κατηγορία είναι
γρήγοροι και µπορούν να λύσουν προβλήµατα σε πολύ γρήγορο χρόνο και ελάχιστο
καθώς και όταν το µέγεθος n αυξάνεται πολύ.
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• Γραµµικού χρόνου O(n): Στην κατηγορία αυτή ανήκουν αλγόριθµοι ή υπολογιστικά
προβλήµατα όταν ο χρόνος εκτέλεσης που χρειάζεται για να εκτελεστεί είναι γραµµικός
και αυτοί αλγόριθµοι ϑεωρούνται γρήγοροι.

• Γραµολογαριθµικού χρόνου O(nlogn): Στην κατηγορία αυτή ανήκουν αλγόριθµοι ή
υπολογιστικά προβλήµατα όπου ο χρόνος εκτέλεσης που χρειάζεται για να εκτελεστεί
είναι logn και επίσης αυτοί οι αλγόριθµοι διαχωρίζουν τα προβλήµατα σε µικρότερα
υποπροβλήµατα.

• Πολυωνυµικού χρόνου O(nk), k > 0: Στην κατηγορία αυτή ανήκουν αλγόριθµοι ή
υπολογιστικά προβλήµατα όπου ο χρόνος εκτέλεσης που χρειάζεται για να επιλυθεί
είναι πολυωνυµικός.

• Εκθετικού χρόνου 2n: Στην κατηγορία αυτή ανήκουν αλγόριθµοι ή υπολογιστικά προ-
ϐλήµατα όπου ο χρόνος εκτέλεσης είναι εκθετικός καθώς επίσης οι αλγόριθµοι ϑεωρο-
ύνται δύσκολοι διότι απαιτούνται περισσότερο χρόνο για να επιλυθούν.

2.3 ∆οµές δεδοµένων

Στην επιστήµη της πληροφορικής οι δοµές δεδοµένων είναι ένας τρόπος όπου αποθηκε-
ύονται και οργανώνονται τα δεδοµένα. Γενικά τα δεδοµένα είναι κάποια στοιχεία τα οποία
επεξεργάζονται και καταχωρίζονται στις ϑέσεις της µνήµης. Τα δεδοµένα µπορούν να απο-
ϑηκευτούν σε διάφορες µορφές δοµών δεδοµένων. Κάποιες από αυτές τις µορφές δοµών
δεδοµένων είναι ο σωρός, ο πίνακας, η στοίβα, η συνδεδεµένη λίστα, η ουρά, τα δέντρα κ.ά.
για την καλύτερη διαχείριση και επεξεργασία. Επίσης κάποιες εφαρµογές που χρησιµο-
ποιούν δοµές δεδοµένων είναι τα δυαδικά δέντρα τα οποία χρησιµοποιούνται στα συστήµατα
ϐάσεις δεδοµένων. Παρακάτω ϑα ορισθεί ο ορισµός της δοµής δεδοµένων.

Ορισµός 2.4. ΄Ενα σύνολο από στοιχεία δεδοµένων αποτελεί δοµή όταν υπάρχουν καθορι-

σµένες σχέσεις µεταξύ των στοιχείων. Μια δοµή δεδοµένων ορίζεται ως η διαδικασία εισαγωγής

και αποµάκρυνσης στοιχείων µε τρόπο ώστε όλη η δοµή να µην αλλοιώνεται. Κάθε δοµή

δεδοµένων έχει ως αφηρηµένη έννοια συγκεκριµένο ορισµό, δηλαδή διαδικασία εισαγωγής/α-

ποµάκρυνσης στοιχείων, αλλά µπορεί να υλοποιείται σε έναν Η/Υ µε διαφορετικούς τρόπους

Οι ϐασικές πράξεις που µπορούν να εφαρµοστούν σε µία δοµή δεδοµένων είναι ως εξής :

• Εισαγωγή (insertion): είναι µία λειτουργία η οποία προσθέτει ένα νέο κόµβο σε µία
υπάρχουσα δοµή.

• Αναζήτηση (searching): είναι µία λειτουργία η οποία αναζητά και εντοπίζει ένα ή
περισσότερα στοιχεία µίας δοµής µε ϐάση κάποια κριτήρια.

• ∆ιαγραφή (deletion): είναι µία λειτουργία η οποία αφαιρεί ένα κόµβο από την δοµή
χωρίς να επηρεάζεται η οργάνωση και οι σχέσεις των στοιχείων της δοµής.

• Ταξινόµηση (sorting): είναι µία λειτουργία όπου ταξινοµεί τους κόµβους µίας δοµής
σε αύξουσα ή σε ϕθίνουσα σειρά.
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• Προσπέλαση (access): είναι µία λειτουργία η οποία αναζητά ένα κόµβο µίας δοµής για
να εξεταστεί ή να εµφανιστεί ή να τροποποιηθεί το περιεχόµενό του.

• Εµφάνιση (εκτύπωση): είναι µία λειτουργία η οποία εµφανίζει τα δεδοµένα µίας δοµής.

• Συγχώνευση (mergin): είναι µία λειτουργία η οποία συγχωνεύει δύο ή περισσότερες
δοµές σε µία δοµή του ίδιου τύπου.

Επιπλέον οι δοµές είναι πολύ σηµαντικές στην πληροφορική. Με την ϐοήθεια των αλ-
γόριθµων και των δοµών αυτοί οι δύο όροι συνδέονται µεταξύ τους. ΄Ετσι υπάρχει περίπτωση
αλγόριθµοι οι οποίοι είναι απλοί να µπορούν να δηµιουργήσουν δοµές που είναι πολύπλοκες
καθώς επίσης και αντίστροφα να συµβεί αλγόριθµοι που είναι πολύπλοκοι να χρησιµοποιούν
δοµές οι οποίες είναι απλές. Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα επικεντρωθούµε σε δοµές δεδοµένων
σορού.
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Κεφάλαιο 3

Σωροί Fibonacci

Στο τρέχων κεφάλαιο ϑα µελετηθούν οι σωροί Fibonacci που το οποίο είναι το ϐασικό
ϑέµα της πτυχιακής εργασίας. Πιο συγκεκριµένα ϑα δούµε κάποιες από τις πράξεις

που χρησιµοποιούν οι σωροί Fibonacci όπως τις πράξεις ενός συγχωνεύσιµου σωρού (κατα-
σκευή σωρού Fibonacci, εισαγωγή κόµβου, εύρεση του ελάχιστου κόµβου, συνένωση δύων
σορών Fibonacci, εξαγωγή του ελάχιστου κόµβου, µείωση κλειδιού και διαγραφή κόµβου)

3.1 ∆οµή δεδοµένων σωρού

΄Ενας σωρός ή αλλιώς (heap) είναι ένα δυαδικό δέντρο όπου αποτελείται από κόµβους.
Στη κορυφή ενός δέντρου υπάρχει η ϱίζα όπου η τιµή κάθε κόµβου είναι µεγαλύτερη από
τις τιµές των παιδιών του. Επιπλέον ο αριθµός που παίρνει κάθε κόµβος στο δέντρο δηλώνει
την τιµή που είναι αποθηκευµένη µέσα στον κόµβο. Επίσης οι σωροί αποτελούν µία ιδανική
λύση δοµής δεδοµένων και χρησιµοποιούνται σε πολλές εφαρµογές όπως σε συστήµατα
προσοµοίωσης, σε χρονοπρογραµµατισµό κ.ά. επειδή ϑεωρούνται µία καλή δοµή για την
αναζήτηση καθώς επίσης χρησιµοποιούνται σε αλγορίθµους και στην επίλυση προβληµάτων
µε γράφους.

Παρακάτω ϐλέπουµε ένα σωρό (ϐλπ. 3.1).

Εικόνα 3.1: Σωρός

΄Ενα δέντρο είναι µία δοµή δεδοµένων το οποίο χρησιµοποιείται για την γρήγορη απο-
ϑήκευση των δεδοµένων. Γενικά είναι ένας γράφος που αποτελείται από κόµβους και ακµές.
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Ο κόµβος σε κάθε κορυφή είναι η ϱίζα δηλαδή ο γονέας και οι υπόλοιποι κόµβοι είναι τα
παιδιά της ϱίζας. Οι ακµές είναι οι συνδέσεις που συνδέουν τον κόµβο της ϱίζας µε τους
υπόλοιπους κόµβους. Επίσης κάθε δέντρο έχει ένα µονοπάτι το οποίο ξεκινάει πάντα από
την ϱίζα του δέντρου. ΄Ετσι ένα δέντρο είναι ένα δυαδικό δέντρο. Σε κάθε δυαδικό δέντρο
ισχύει ότι τα παιδιά της ϱίζας που είναι µικρότερα από την ϱίζα ϐρίσκονται αριστερά ενώ
τα παιδιά της ϱίζας που είναι µεγαλύτερα από την ϱίζα ϐρίσκονται δεξιά. Η ϱίζα ϐρίσκεται
πάντα στην κορυφή του δέντρου

Επίσης υπάρχουν δύο είδη σωρών όπως ο σωρός µεγίστου και ο σωρός ελαχίστου. Στο
σωρό µεγίστου σε ένα δυαδικό δέντρο, εξάγεται το στοιχείο που έχει την µεγαλύτερη τιµή
και τότε η ϱίζα ϑα έχει το στοιχείο αυτό µε την µεγαλύτερη τιµή, ενώ στο σωρό ελαχίστου
εξάγεται το στοιχείο που έχει την µικρότερη τιµή και τότε η ϱίζα ϑα έχει το στοιχείο αυτό
µε την µικρότερη τιµή. Επίσης κάποια άλλα είδη σωρών είναι οι δυωνυµικοί σωροί καθώς
επίσης και οι σωροί Fibonacci όπου η πτυχιακή εργασία ϑα επικεντρωθεί σε αυτό το είδος
σωρού.

3.2 Σωροί Fibonacci

Πρίν µιλήσουµε για σωρούς Fibonacci ϑα δούµε αναφορικά για την ακολουθία Fibonacci
από που προήλθε και που χρησιµοποιείται. Η ακολουθία Fibonacci είναι µία ακολουθία
που αποτελείται από αριθµούς όπως ϐλέπουµε στην συνέχεια :

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377...

όπου αρχικά προσθέτοντας τους δύο πρώτους όρους δηλαδή το 0 και το 1 και στην συνέχεια
µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε το άθροισµα που προέκυψε από τους δύο πρώτους όρους
δηλαδή τους προηγούµενους όρους και το αθροίζουµε µε το επόµενο όρο που είναι το 2. Με
την ίδια διαδικασία γίνεται και για τους άλλους όρους. ΄Αρα η ακολουθία Fibonacci ορίζεται
από τον ακόλουθο τύπο:

Fib(n) = Fib(n − 1) + Fib(n − 2)

όπου Fib(0) = 0 και Fib(1) = 1 είναι οι δύο πρώτοι όροι. Η ακολουθία Fibonacci πήρε το
όνοµα από τον Fibonacci αφού αυτός ήταν που την ανακάλυψε. ΄Ετσι λοιπόν η ακολουθία
Fibonacci είναι πολύ σηµαντική στην πληροφορική, στην πολυπλοκότητα των αλγορίθµων,
στις δοµές δεδοµένων όπως ϑα δούµε στους σωρούς Fibonacci κ.ά.

Στην πληροφορική ο σωρός Fibonacci είναι µία δοµή δεδοµένων που παροµοιάζει µε τον
δυωνυµικό σωρό και είναι µία συλλογή από δυαδικά δέντρα.

Ορισµός 3.5. ΄Ενας δυωνυµικός σωρός είναι µία συλλογή από διωνυµικά δέντρα.

Ορισµός 3.6. Οι σωροί Fibonacci µοιάζουν µε τους διωνυµικούς σωρούς και αποτελούν µία

συλλογή από δέντρα δοµηµένα κατά σωρού ελαχίστου. Ωστόσο χρησιµοποιούν τις γνωστές

πράξεις όπως της εισαγωγής, της διαγραφής και της συγχώνευσης.

΄Οσον αφορά για την ανάλυσή τους οι σωροί Fibonacci παρουσιάζουν µία καλή επίδοση
ασυµπτωτικά από ότι οι δυωνυµικοί σωροί καθώς επίσης παρουσιάζουν καλύτερα ϕράγµα-
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τα για τον χρόνο. Επιπλέον τα δέντρα στους σωρούς αυτούς ϑεωρούνται µη διατεταγµένα
δυωνυµικά δέντρα.

΄Ενα µη διατεταγµένο διωνυµικό δέντρο ϕαίνεται να είναι παρόµοιο µε ένα διωνυµικό
δέντρο. ΄Ενας κόµβος που αποτελεί ϱίζα σε ένα µη διατεταγµένο δυωνυµικό δέντρο έστω
Uk έχει ϐαθµό k ο οποίος ϐαθµός είναι µεγαλύτερο από ένα άλλο ϐαθµό σε οποιοδήποτε
δυωνυµικό δέντρο. ΄Ετσι ένας σωρός Fibonacci ο οποίος αποτελείται από ένα σύνολο κόµβων
n αποτελείται από συλλογές µη διατεταγµενών διωνυµικών δέντρων τότε ισχύει ότι D(n) =

logn.

Παρακάτω στην εικόνα 3.2 ϐλέπουµε ένα παράδειγµα σωρού Fibonacci ο οποίος αποτε-
λείται από 5 δέντρα τα οποία είναι δοµηµένα κατά σωρό ελαχίστου. Επίσης το επάνω επίπεδο
στα δέντρα είναι το ϱιζικό επίπεδο. ∆ηλαδή αποτελείται από τις ϱίζες ή αλλιώς γονείς οι οπο-
ίες ϐρίσκονται σε κάθε κορυφή στα δέντρα. Στα δέντρα στο σωρό Fibonacci στο συγκεκριµένο
παράδειγµα οι κόµβοι µε τα κλειδιά 7,23,3,17 και 24 αποτελούν ϱίζες των δέντρων. Επίσης
παρατηρούµε πως ο κόµβος που αποτελεί το κλειδί 3 είναι ο ελάχιστος κόµβος του σωρού
Fibonacci µιας και έχει το µικρότερο κλειδί από τα υπόλοιπα καθώς επίσης είναι η ϱίζα του
δέντρου και ϐρίσκεται στο ϱιζικό επίπεδο. ΄Ετσι λοιπόν ο ελάχιστος κόµβος που είναι η ϱίζα
του δέντρου περιέχει το ελάχιστο κλειδί και ϑα συµβολίζεται min[H] και ϑα είναι ο κόµβος
ελάχιστου κόµβου του σωρού Fibonacci. Οπότε το min[H] δηλώνει τον κόµβο της ϱίζας στο
δέντρο όπου το κλειδί ή αλλιώς η τιµή που παίρνει είναι το ελάχιστο. Επίσης ο κόµβος µε το
ελάχιστο κλειδί ϐρίσκεται στο ϱιζικό επίπεδο.

Εικόνα 3.2: Σωρός Fibonacci

Επιπλέον για κάποιο σωρό Fibonacci H έχει ένα πεδίο το n[H] όπου αποθηκεύονται
τα σύνολα των κόµβων για κάποια συγκεκριµένη στιγµή που έχει ο σωρός H. Οπότε, υ-
ποθέτουµε ότι H(t) συµβολίζεται το σύνολο των δέντρων του σωρού Fibonacci H και m(h)
συµβολίζεται το σύνολο των επισηµασµένων κόµβων του H. Οπότε το δυναµικό για ένα σωρό
Fibonacci είναι ως εξής : Φ(H) = t(H) + 2m(H). ∆ηλαδή το δυναµικό σε ένα πλήθος από
σωρούς Fibonacci είναι το άθροισµα των δυναµικών των σωρών-µελών.

Αν ϑέλαµε να ϐρούµε ποιο είναι το δυναµικό του σωρού Fibonacci µε ϐάση την εικόνα
που δείχνει παρακάτω (ϐλπ.3.3) ,τότε το δυναµικό προκύπτει ότι είναι Φ(H) = t(H)+2m(H) =

Φ(H) = 5 + 2 · 3 = 11, µιας και t(H) = 5 δηλώνει τον συνολικό αριθµό των δέντρων που
ανήκουν στο ϱιζικό επίπεδο δηλαδή είναι ϱίζες των δέντρων, n = 14 δηλώνει τον συνολικό

27



Κεφάλαιο 3. Σωροί Fibonacci

αριθµό των κόµβων του σωρού και m(H) = 3 δηλώνει τον συνολικό αριθµό των επισηµα-
σµένων κόµβων του σωρού. Στην εικόνα οι επισηµασµένοι κόµβοι είναι τρεις ο κόµβος 18,39
και 26.

Εικόνα 3.3: Παράδειγµα Σωρός Fibonacci

3.3 Πράξεις συγχωνεύσιµου σωρού

Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε και ϑα αναλύσουµε την εκτέλεσης στις πράξεις
ενός συγχωνεύσιµου σωρού στα χρονικά ϕράγµατα ακριβώς σαν και αυτές τις πράξεις που
αφορούν τους σωρούς Fibonacci όπως είναι η κατασκευή σωρού Fibonacci, η εισαγωγή
κόµβου, η εύρεση του ελάχιστου κόµβου, η συνένωση δύων σορών Fibonacci και η εξαγωγή
του ελάχιστου κόµβου. Επίσης για ένα σωρό Fibonacci που περιλαµβάνει µία συλλογή από
µη διατεταγµένα δέντρα τότε ϑα ισχύει ότι D(n) = logn. ΄Ετσι ένα µη διατεταγµένο δέντρο
ορίζεται παρόµοια µε ένα δυωνυµικό δέντρο.

3.3.1 Κατασκευή σωρού Fibonacci

Αρχικά για την κατασκευή του σωρού Fibonacci δηµιουργείται ένας κενός σωρός Fi-
bonacci η οποία η δηµιουργία γίνεται µε την διαδικασία της ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ του ΣΩΡΟΥ
Fibonacci όπου δεσµεύει και επιστέφει ένα αντικείµενο H όπου n(H) = 0 και min(H) = κενό
(n(H) είναι το σύνολο των κόµβων που αποτελεί ο σωρός ενώ το min(H) είναι το ελάχιστο
κλειδί που ϑα αποτελεί ο σωρός). Στην περίπτωση αυτή δεν υπάρχει δέντρο όποτε ϑα έχουµε
t(H) = 0 και επίσης m = 0 όπου t(H) δηλώνει το σύνολο των δέντρων που αποτελείται ο
σωρός Fibonacci H και m δηλώνει τον αριθµό των επισηµασµένων κόµβων. Οπότε το δυνα-
µικό του σωρού Fibonacci όταν ο σωρός είναι κενός είναι 0 δηλαδή ΦH) = 0. ΄Αρα ο χρόνος
εκτέλεσης για την Κατασκευή του σωρού Fibonacci είναι O(1) δηλαδή σταθερός ο χρόνος
εκτέλεσης.
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3.3.2 Εισαγωγή κόµβου

Στην συγκεκριµένη περίπτωση εισάγεται ένας νέος κόµβος χ στο σωρό Fibonacci µε την
προϋπόθεση ότι ο κόµβος έχει δεσµευτεί και το κλειδί[χ] έχει ήδη συµπληρωθεί. Στη συνέχεια
στην εικόνα 3.4 ϐλέπουµε την εισαγωγή ενός νέου κόµβου µε τιµή 21 που εισάγεται στο σωρό
Fibonacci όπως εµφανίζεται στο κάτω µέρος της εικόνας. ΄Ετσι ο νέος κόµβος εισάγεται στο
ϱιζικό επίπεδο στα αριστερά της ϱίζας η οποία είναι ο κόµβος µε την τιµή 3 καθώς αυτός ο
κόµβος ϐρίσκεται σε ένα µονοκοµβικό δέντρο το οποίο είναι δοµηµένο κατά σωρού ελαχίστου
και επίσης το δέντρο ϑεωρείται µη διατεταγµένο διωνυµικό δέντρο. Επιπλέον ο κόµβος δεν
έχει άλλα παιδιά ϕύλλα και ϑεωρείται µη επισηµασµένος.

΄Ενα άλλο σηµαντικό που αφορά στην εισαγωγή κόµβου µε σωρού σε Fibonacci είναι
ότι δεν γίνεται κάποια ενοποίησης των δέντρων του σωρού. Επίσης για να προστεθεί ο νέος
κόµβος στο ϱιζικό επίπεδο κάνει χρόνο εκτέλεσης O(1) δηλαδή είναι σταθερός ο χρόνος.
Ωστόσο για τον υπολογισµό του λογιστικού χρόνου για την εισαγωγή του κόµβου στο σωρό
Fibonacci είναι ως εξής :

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε το σωρό Η και το σωρό H ′ ο οποίος είναι ο τελικός σωρός
Fibonacci. Οπότε ϑα έχουµε t(H ′) = t(H) + 1 καθώς επίσης m(H ′) = m(H). ΄Αρα το
δυναµικό ϑα είναι

((t(H) + 1) + 2m(H)) − (t(H) + 2m(H)) = 1

Λόγω ότι είναι O(1) το κόστος τότε ο χρόνος του λογιστικού κόστους είναι O(1).

Εικόνα 3.4: Εισαγωγή κόµβου σε σωρό Fibonacci

Παρακάτω ϐλέπουµε τον αλγόριθµο της εισαγωγής ενός νέου κόµβου στο σωρό Fibonacci
(ϐλπ. 3.1).
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Αλγοριθµος 3.1: Αλγόριθµος εισαγωγής κόµβου σε σωρό Fibonacci [1]

Εισαγωγή σε σωρό Fibonacci (H, x )
1. ϐαθµός[χ]=0
2. π[χ]=κενό
3. ϑυγατρικός=κενό
4. αριστερός[χ]=χ
5. δεξιός[χ]=χ )
6. Σήµανση[χ]=ψευδή
7.Συνδέουµε το ϱιζικό επιπέδο που περιέχει το χ µε το ϱιζικό επιπέδο Η
8. i f min[H]=κενό ή κλειδί[χ]< (*κλειδί [min[H] ]
9. then min[H]= χ
10. n[H]=n[H]+1

Αλγοριθµος 3.2: Αλγόριθµος Συνένωση σωρών Fibonacci [1]

Συνένωση σωρών Fibonacci (H1,H2)
1. H= ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΣΩΡΟΥ Fibonacci ( )
2. min[H]=min[H1]
3. Συνδέουµε τα ϱιζικά επίπεδα των Η2 και Η
4. i f (min[H1]= κενό) ή

(min[H2] διάφορο του κενού και κλειδί [min[H2] ] < κλειδί [min[H1 ] ] )
5. then min[H]=min[H2]
6. n[H]=n[H1]+n[H2]
7. αποδεσµεύουµε τα αντικείµενα H1, H2
8. return H

3.3.3 Εύρεση του ελάχιστου κόµβου

Είδαµε ότι το στοιχείο min[H] δηλώνει τον σωρό Fibonacci που έχει τον ελάχιστο κόµβο
καθώς µπορεί να ϐρεθεί σε συνολικό χρόνο O(1). Λόγω ότι το δυναµικό του σωρού Fi-
bonacci δεν αλλάζει, το λογιστικό κόστος σε αυτή την περίπτωση της πράξης της εύρεσης του
ελαχίστου κόµβου είναι ίσο µε το πραγµατικό κόστος δηλαδή O(1).

3.3.4 Συνένωση δύων σορών Fibonacci

Η πράξη Συνένωση σωρών Fibonacci γίνεται µε τον εξής τρόπο: συνενώνει τους σωρούς
H1 και H2 Fibonacci, δηλαδή συνδέει τις ϱίζες που ϐρίσκονται στο ϱιζικό επίπεδο H1 και
H2 και στην συνέχεια ορίζει το νέο ελάχιστο κόµβο. Παρακάτω ϐλέπουµε αναλυτικά τον
αλγόριθµο Συνένωση σωρών Fibonacci (ϐλπ. 3.2).

΄Ετσι η λειτουργία του συγκεκριµένου αλγόριθµου ακολουθείται ως εξής :

Με ϐάση τον αλγόριθµο 3.3 παρατηρείται πως από τις γραµµές του κώδικα 1 έως 3 συν-
δέονται οι ϱίζες H1 και H2 οι οποίες ϐρίσκονται στο ϱιζικό επίπεδο και άρα έχουµε ένα νέο
ϱιζικό επίπεδο Η. Στη συνέχεια στις γραµµές 2,4 και 5 στον παραπάνω αλγόριθµο προσδιο-
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Αλγοριθµος 3.3: Αλγόριθµος εξαγωγή ςλαχίστου από σωρό Fibonacci [1]

Εξαγωγή ελαχίστου από σωρό Fibonacci ( )
1. z=min[H1]
2. i f z διάφορο του κενού
3. then for κάθε ϑυγατρικό χ τουz
4. προσθέτουµε τον χ στο ϱιζικό επίπεδο του H
5.π(χ)=κενό
6. αφαιρούµε τον z από το ϱιζικό επίπεδο του H
7. i f z=δεξιός [ z ]
8. then min[H]=κενό
9. else min[H]=δεξιός [ z ]
10. ΕΝΟΠΟΙΗΣΗ(Η)
11. n[H]= n[H]−1
12. return z

ϱίζεται ο ελάχιστος κόµβος του Η. Ωστόσο στην γραµµή 7 αποδεσµεύονται τα αντικείµενα
H1, H2, και στην γραµµή 8 τελικά επιστρέφεται ο σωρός Fibonacci.

Για το υπολογισµό του δυναµικού το δυναµικό είναι 0 µιας και t(H) = t(H1) + t(H2) και
m(H) = m(H1) + m(H2). Παίρνοντας την σχέση Φ(H) − (Φ(H1)+Φ(H2)) = (t(H) + 2m(H)) −
((t(H1)2m(H1)) + (t(H2) + 2m(H2))) = 0.

΄Αρα το λογιστικό κόστος για την συνένωση σωρών Fibonacci είναι O(1). Επιπλέον στην
πράξη της συνένωσης σωρών δεν υπάρχουν κάποια ενοποίηση δέντρων.

3.3.5 Εξαγωγή ελάχιστου κόµβου

Η πράξη που ακολουθεί εξάγει από ένα σωρό Fibonacci τον κόµβο µε το µικρότερο κλειδί
και δείχνει πως είναι µία από τις δύσκολες και περίπλοκες πράξεις των σορών Fibonacci.
Παρακάτω ϐλέπουµε τον αλγόριθµο για την εξαγωγή ελαχίστου από σωρό Fibonacci.

Αρχικά κατά την διαδικασία της εξαγωγής ελαχίστου κόµβου στην αφαίρεση ελαχίστου
από τον σωρό Fibonacc δηµιουργείται ένας ϱιζικός κόµβος από κάθε παιδί ή ϕύλλο ή αλλιώς
ϑυγατρικό του ελάχιστου κόµβου και αφαιρεί τον ελάχιστο κόµβο από τις ϱίζες του ϱιζικού
επιπέδου. Συνεχίζοντας ενοποιεί το ϱιζικό επίπεδο ενώνοντας τους ϱιζικούς κόµβους που
είναι ισόβαθµοι µέχρι να µείνει τουλάχιστον ένας ϱιζικός κόµβος από κάθε κόµβο.

΄Οσον αφορά για την διαδικασία της ενοποίησης, ο αλγόριθµος που ακολουθείται παρα-
κάτω περιγράφει τα ϐήµατα της ενοποίησης (ϐλπ. 3.4).

Στην συνέχεια παρατηρούµε αλγόριθµο για την σύνδεση σωρού Fibonacci. (ϐλπ.3.5).
Στο σηµείο αυτό ϑα αποδειχθεί ότι το λογιστικό κόστος κατά την διαδικασία της εξαγωγής

του ελαχίστου σε σωρό Fibonacci ο οποίος αποτελείται από n κόµβους είναι O(D(n)). Επίσης
το µέγεθος στο ϱιζικό επίπεδο όταν κληθεί η διαδικασία της ενοποίησης είναι τουλάχιστον
O(D(n) + 1t(H) − 1, µιας και το ϱιζικό επίπεδο περιέχει t(n) κόµβοι στο αρχικό επίπεδο
καθώς συν και από τους κόµβους που είναι ϑυγατρικοί του κόµβου που εξάγεται. το σύνολο
των οποίων είναι τουλάχιστον D(n). ’Ετσι λοιπόν για κάθε επανάληψη που εκτελείται η while
στον αλγόριθµο στις γραµµές από 6 έως 12, ένας από τους κόµβους στο ϱιζικό επίπεδο
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Αλγοριθµος 3.4: Αλγόριθµος ΕΝΟΠΟΙΗΣΗ [1]

ΕΝΟΠΟΙΗΣΗ(H)
1. for i =0 εώς D(n[H] )
2. A[ i ]= κενό
3. για κάθε κόµβο w στο ϱιζικό επίπεδο του Η
4. χ=w
5. d=ϐαθµός[χ]
6. while A[d ] είναι διάφορο του κενού
7. y=A[d ]
8. i f κλειδί[χ] > κλειδί [ y ]
9. then εναλλαγή χ,y
10. ΣΥΝ∆ΕΣΗ ΣΕ ΣΩΡΟ FIBONACCI(H, y , χ )
11. A[d]= κενό
12. d=d+1
13. A[d]= χ
14. min[H]= κενό
15. for i =0 εώς D(n[H] )
16. i f A[ i ] είναι διάφορο του κενού
17. then προσθέτουµε τον A[ i ] στο ϱιζικό επίπεδο του Η
18. i f min[H]=κενό ή κλειδί [A[ i ] ] <κλειδί [min[H] ]
19. then min[H]=A[ i ]

Αλγοριθµος 3.5: ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΣΥΝ∆ΕΣΗ ΣΕ ΣΩΡΟ Fibonacci [1]

ΣΥΝ∆ΕΣΗ ΣΕ ΣΩΡΟ FIBONACCI(H, y , x )
1. αφαιρούµε τον y από το ϱιζικό επίπεδο του Η
2. ϑέτουµε τον y ϑυγατρικό του χ, επαυξάνοντας το πεδίο ϐαθµός[χ]
3. σήµανση [ y ]= ΨΕΥ∆ΕΣ

ενώνεται µε κάποιο άλλο κόµβο, οπότε λοιπόν το συνολικό έργο που τρέχει στο ϐρόχο for

είναι το πολύ D(n) + t(n). ΄Αρα το συνολικό έργο µέχρι να εξάγει ο ελάχιστος κόµβος είναι
O(D(n) + t(n)).

΄Οσον αφορά για το δυναµικό προτού εξάγει ο ελάχιστος κόµβος είναι t(n) + 2m(H).
Αντίθετα µετά την εξαγωγή του ελάχιστου κόµβου το δυναµικό είναι µικρότερο ή ίσο από το
(D(n) + 1) + 2m(H), µιας και έχουν µείνει τουλάχιστον D(n) + 1 ϱιζικοί κόµβοι. Επίσης όταν
εκτελείται η πράξη της εξαγωγής κανένας από τους κόµβους δεν επισηµαίνεται. Οπότε το
λογιστικό κόστος είναι τουλάχιστον

O(D(n)+t(H))+((D(n)+1)+2m(H))−t(H)+2m(H)) == O(D(n))+O(t(H))−t(H) = O(D(n))

3.4 Μείωση κλειδιού και διαγραφή κόµβου

Στις προηγούµενες ενότητες είδαµε κάποιες από τις πράξεις που χρησιµοποιούνται για
τους σωρούς Fibonacci. Στο σηµείο αυτό ϑα δούµε άλλες πράξεις όπως η πράξη για την µείω-
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Αλγοριθµος 3.6: Μείωση κλειδιού σε σωρό Fibonacci [1]

Μείωση κλειδιού σε σωρό FIBONACCI(H,x ,k )
1. i f k > κλειδί [ x ]
2. then σφάλµα (το νέο κλειδί είναι µεγαλύτερο από το τρέχον)
3. κλειδί [ x ]=k
4. y=p [ x ]
5. i f y διάφορο του κενού και κλειδί [ x ] < κλειδί [ y ]
6. then Αποκοπή (H,x , y )
7. Κλιµακωτή Αποκοπή (H, y )
8. i f κλειδί [ x ] < κλειδί [min[H] ]
9. then min[H]=x

Αλγοριθµος 3.7: Αποκοπή [1]

Αποκοπή (H,x , y )
1. Αφαιρούµε τον x από τον ϑυγατρικό κατάλογο του y µειώνοντας κατά µονάδα το πεδίο
ϐαθµός [ y ]
2. προσθέτουµε τον x στο ϱιζικό επίπεδο του H
3. π [ x ]=κένο
4. σύµανση [ x]=Ψευδές

ση του κλειδιού σε ένα κόµβο σε ένα σωρό Fibonacci µε λογιστικό χρόνο O(1) καθώς επίσης
η πράξη της διαγραφής από οποιαδήποτε κόµβο σε ένα σωρό Fibonacci αποτελούµενος από
n κόµβους και µε λογιστικό κόστος O(D(n))

3.4.1 Μείωση κλειδιού

Παρακάτω ϐλέπουµε τον αλγόριθµο για την µείωση κλειδιού σε ένα σωρό Fibonacci (ϐλπ.
3.6). Επίσης ϑεωρούµε ότι η εξαγωγή κάποιου κόµβου δεν µεταβάλλει κανένα από τα δοµικά
πεδία του εξαγόµενου κόµβου.

Συνεχίζοντας ϐλέπουµε τον αλγόριθµο για την διαδικασία της Αποκοπής (ϐλπ. 3.7).
Συνεχίζοντας ϐλέπουµε τον αλγόριθµο για την διαδικασία της κλιµακωτής αποκοπής

(ϐλπ. 3.8).

Αλγοριθµος 3.8: Κλιµακωτή Αποκοπή [1]

Κλιµακωτή Αποκοπή (H, y )
1. z=p [ y ]
2. i f z διάφορο του κενού
3. then i f σήµανση [ y ]=ψευδές
4. then σήµανση [ x]=αληθές
5. else Αποκοπή (H, y , z )
6. Κλιµακωτή Αποκοπή (H, z )
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Κεφάλαιο 3. Σωροί Fibonacci

Η λειτουργία του αλγόριθµου µείωσης κλειδιού σε σωρό Fibonacci λειτουργεί µε τον εξής
τρόπο:

΄Οπως ϐλέπουµε στις γραµµές 1-3 στον αλγόριθµο δηλώνει ότι ο νέος κόµβος µε το νέο
κλειδί δεν ϑα είναι µεγαλύτερο από το τρέχων κλειδί του x, και στη συνέχεια γίνεται ανάθεση
στο χ µε το νέο κλειδί. ΄Ετσι λοιπόν εάν ο x κόµβος ανήκει στο ϱιζικό επίπεδο δηλαδή είναι
ϱιζικός κόµβος ή εάν το κλειδί κλειδί[x] > κλειδί[y], για το οποίο ισχύει ότι ο κόµβος y

είναι πατέρας του x, τότε δεν χρειάζεται κάποια δοµική µεταβολή, µιας και ότι δεν έχει
παραβιαστεί η σειρά σωρού ελαχίστου. Αυτό ϕαίνεται στον αλγόριθµο στις γραµµές 4-5
όπου γίνεται έλεγχος αυτού του ενδεχόµενου. ΄Οµως εάν η διάταξη του σωρού ελαχίστου έχει
παραβιαστεί τότε ϑα υπάρχουν µεταβολές.

Στην συνέχεια στην γραµµή 6 γίνεται η αποκοπή του x. Με την διαδικασία της αποκοπής
καταργείται η σύνδεση του x µε του πατρικού που είναι ο y, και ο x αναπαριστά τον ϱιζικό
κόµβο.

΄Ετσι για να έχουµε επιτυχία στα επιθυµητά χρονικά ϕράγµατα χρησιµοποιείται η διαδι-
κασία της σήµανσης όπου καταγράφεται το ιστορικό του κάθε κόµβου.

Επίσης στην γραµµή 7 του αλγόριθµου της µείωσης κλειδιού σε σωρό Fibonacci εκτε-
λείται η διαδικασία της κλιµακωτής αποκοπής όπου εκτελείται στο y. ΄Ετσι λοιπόν εάν ο
κόµβος y είναι ο ϱιζικός τότε όπως ϐλέπουµε στην γραµµή 2 του αλγόριθµου 3.8 της κλι-
µακωτής αποκοπής η διαδικασία επιστρέφει. Εάν όµως ο κόµβος y είναι µη επισηµασµένος
η διαδικασία τον επισηµαίνει όπως ϐλέπουµε στην γραµµή 3 στον κώδικα του αλγόριθµου.
Αντίθετα εάν ο κόµβος είναι επισηµασµένος εννοεί ότι έχασε τον δεύτερο ϑυγατρικό και ο
κόµβος y όπως ϕαίνεται στην γραµµή 5 µε την διαδικασία της αποκοπής αποκόπτεται. Τέλος
η διαδικασία της κλιµακωτής αποκοπής εκτελείται στην γραµµή 6 καλώντας αναδροµικά τον
εαυτό της µέχρι να ϐρεθεί ένας ϱιζικός κόµβος είτε ένας µη επισηµασµένος κόµβος. ΄Ετσι
µετά την περάτωση όλων αυτών των διαδικασιών ολοκληρώνεται η διαδικασία και επιστρέφει
ο κόµβος min[H] όπως ϕαίνεται στις γραµµές 8 και 9 στον αλγόριθµο της µείωσης κλειδιού
σε σωρό Fibonacci.

Παρακάτω ϐλέπουµε ένα σχήµα µε όλη την διαδικασία της µείωση κλειδιού σε σωρό
Fibonacci.

Σχετικά µε το κόστος του λογιστικού κόστους αποδεικνύεται ότι το λογιστικό κόστος
της µείωσης κλειδιού σε ένα σωρό Fibonacci είναι O(1). ΄Ετσι η µείωση κλειδιού σε σωρό
Fibonacci χρειάζεται O(1) χρόνο µαζί µε τον χρόνο που χρειάζεται η διαδικασία της κλιµα-
κωτής αποκοπής. ΄Ετσι εάν ϑεωρήσουµε ότι για µια δεδοµένη χρονική στιγµή που εκτελείται
η µείωση κλειδιού σε σωρό Fibonacci, η διαδικασία της κλιµακωτής αποκοπής καλεί ανα-
δροµικά τον εαυτό της c ϕορές τότε το πραγµατικό κόστος της µείωσης του κλειδιού σε σωρό
Fibonacci είναι O(c).

Ωστόσο ϑα υπολογισθεί η µεταβολή του δυναµικού. Θεωρούµε ότι H είναι ένας σωρός
Fibonacci. ΄Ετσι σε κάθε αναδροµή της διαδικασίας της κλιµακωτής αποκοπής γίνεται α-
ποκοπή ενός επισηµασµένου κόµβου. Οπότε υπάρχουν t(H) + c δέντρα και τουλάχιστον
m(H) − c + 1 επισηµασµένοι κόµβοι. ΄Αρα η µεταβολή του δυναµικού ϑα είναι µικρότερη ή
ίση της ποσότητας. Οπότε προκύπτει ως εξής :

((t(H) + c) + 2(m(H) − c + 2)) − (t(H) + 2m(H)) = 4 − c

Ως συµπέρασµα προκύπτει ότι το λογιστικό κόστος της µείωσης κλειδιού σε σωρό Fi-
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3.4 Μείωση κλειδιού και διαγραφή κόµβου

Αλγοριθµος 3.9: ∆ιαγραφή κόµβου [1]

∆ιαγραφή κόµβου από σωρόFibonacci (H, x )
1. Μείωση κλειδιού σε σωρό Fibonacci (H, x )
2. Εξαγωγή ελαχίστου από σωρό Fibonacci (H)

bonacci είναι τουλάχιστον O(c) + 4 − c = O(1).

3.4.2 ∆ιαγραφή κόµβου

Η διαδικασία της διαγραφής κόµβου σε ένα σωρό Fibonacci αποτελούµενος από n µε
λογιστικό χρόνο O(D(n)) ϑεωρείται απλή. Παρακάτω ϐλέπουµε τον αλγόριθµο 3.9 της δια-
γραφής κόµβου σε µορφή ψευδοκώδικα. Επίσης ϑεωρούµε ότι για κάποια δεδοµένη στιγµή
δεν υπάρχει κλειδί στο σωρό Fibonacci µε τιµή - άπειρο.

Η συγκεκριµένη πράξη της διαγραφής κόµβου σε σωρό Fibonacci είναι ανάλογη µε την
διαγραφή κόµβου σε ένα διωνυµικό σωρό. Στην περίπτωση συτή ο κόµβος x είναι ο ελάχιστος
κόµβος του σωρού αναθέτωντας σε αυτόν το κόµβο µία µοναδική τιµή η οποία είναι η ελάχιστη
τιµή κλειδιού - άπειρου. Συνεχίζοντας ο κόµβος x εξάγεται δηλαδή αφαιρείται από τον σωρό
µε την ϐοήθεια της διαδικασίας εξαγωγής ελαχίστου από ένα σωρό Fibonacci.

Επίσης όσον αφορά για τον λογιστικό χρόνο της πράξης της διαγραφής κόµβου είναι ίσο
µε το άθροισµα του λογιστικού χρόνου O(1) της µείωσης κλειδιού σε σωρού Fibonacci και
του λογιστικού χρόνου O(D(n)) της πράξης της εξαγωγής ελαχίστου από ένα σωρό Fibonacci
[2].
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Κεφάλαιο 4

Υλοποίηση

Σ
4.1 Υλοποίηση σωρών Fibonacci µε την γλώσσα προγραµµατι-

σµού C

Στην ενότητα αυτή ϐλέπουµε την υλοποίηση ενός σωρού Fibonacci µε την γλώσσα προ-
γραµµατισµού C.
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Κεφάλαιο 4. Υλοποίηση

Αλγοριθµος 4.1: Αλγόριθµος Συνένωση σωρών Fibonacci [6]

#include<stdio .h>
#include<conio .h>
#include<math.h>
#include<malloc .h>
#define NIL 0
int node ;
/∗ ∗
struct fibheap_node
{
st ruc t fibheap_node ∗parent ;
s t ruc t fibheap_node ∗ l e f t ;
s t ruc t fibheap_node ∗ r igh t ;
s t ruc t fibheap_node ∗ chi ld ;
in t degree ;
in t mark ;
in t key ;
} ;
s t ruc t fibheap_node ∗min,∗min1 ;
/∗ Fibonacci ∗/
void create_fibonacci ( )
{
min−>parent=NIL ;
min−>key=NIL ;
min−> l e f t =NIL ;
min−>right=NIL ;
min−>child=NIL ;
node=0;
}
/∗ Fibonacci ∗/
void f ib inser t ( int val )
{
struct fibheap_node ∗fheap ;
fibheap=malloc ( sizeof ( struct fibheap_node ) ) ;
fibheap−>key=val ;
fibheap−>parent=NIL ;
fheap−> l e f t =NIL ;
fheap−>right=NIL ;
fheap−>child=NIL ;
i f (min−>key !=NIL )
{
fheap−>right=min;
fheap−> l e f t =min−> l e f t ;
(min)−> l e f t =fheap ;
( fheap−> l e f t )−>right=fibheap ;
i f ( val <min−>key )
min=fheap ; }
else
{
min=fibheap ;
min−> l e f t =min;
min−>right=min;
}
node++;
}
/∗ Fibonacci∗/
void display ( struct node ∗min1)
{
struct fibheap_node ∗q,∗ chi l ;
i f (min==NIL )
{
pr int f ( "\n Fibonacci heap is empty" ) ;
return ;
}
q=min;
pr int f ( "\n Fibonacci heap display " ) ;
do
{
pr int f ( "\t%d " ,q−>key ) ;
i f ( q−>child !=NIL )
{
display ( q−>child ) ;
}
q=q−>right ;
}
while ( q!=min ) ;
}
/∗ ∗/
void findmin ( )
{
pr int f ( "\nminimum is %d: " ,min−>key ) ;
}
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4.1 Υλοποίηση σωρών Fibonacci µε την γλώσσα προγραµµατισµού C

Αλγοριθµος 4.2: Αλγόριθµος Συνένωση σωρών Fibonacci [6]

int main ( )
{
int option ,n, i ,m;
c lrscr ( ) ;
min=NIL ;
while ( 1 )
{ pr int f ( "\nmenu\n" ) ;
pr int f ( " 1: create fibonacci heap\n" ) ;
pr int f ( " 2: insert in fibonacci heap\n" ) ;
pr int f ( " 3: f ind min in fibonacci heap \n" ) ;
pr int f ( " 4: display\n" ) ;
pr int f ( " 5: ex i t \n" ) ;
scanf ( "%d" ,&option ) ;
switch ( option )
{
case 1 : create_f ib ( ) ;
break ;
case 2: pr int f ( "\nenter the element= " ) ;
scanf ( "%d" ,&n ) ;
Finsert (n ) ;
break ;
case 3: findmin ( ) ;
break ;
case 4: display (min1 ) ;
break ;
case 5 : ex i t ( 1 ) ;
default : pr int f ( "\nwrong choice . . . try again \n " ) ;

} } }
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Κεφάλαιο 5

Σύγκριση µε άλλες δοµές

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα συγκριθούν οι σωροί Fibonacci µε άλλες δοµές δεδοµένων όπως
είναι αυτών των δυωνυµικών σορών καθώς επίσης ϑα παρουσιασθούν πλεονεκτήµατα

και µειονεκτήµατα.

5.1 Σύγκριση σορών Fibonacci µε τους δυωνυµικούς σωρούς

Στο κεφάλαιο 3 έγινε µία µελέτη στους σωρούς Fibonacci οι οποίοι παρουσιάζουν κα-
λύτερα χρονικά ϕράγµατα στις πράξεις τους, καθώς επίσης χρησιµοποιούν λογιστικά χρονικά
ϕράγµατα για τον χρόνο εκτέλεσης.

Επίσης υπάρχει και µία άλλη κατηγορία των δοµών δεδοµένων οι οποίοι παροµοιάζουν
µε τους σωρούς Fibonacci και χρησιµοποιούν τις ίδιες πράξεις όπως κατασκευή σωρού, ει-
σαγωγή σωρού, εισαγωγή ελάχιστου κόµβου, συνένωση κόµβου ή συγχώνευση, µείωση κλει-
διού, διαγραφή κόµβου. Αυτές οι δοµές δεδοµένες λέγονται διωνυµικοί σωροί οι οποίοι σε
σύγκριση µε τους σωρούς Fibonacci παρουσιάζουν κάποιες διαφορές. Επίσης οι διωνυµικοί
σωροί λέγονται συγχωνεύσιµοι σωροί.

Παρακάτω ϐλέπουµε τον ορισµό ενός διωνυµικού σωρού:

Ορισµός 5.7. ΄Ενας διωνυµικός σωρός H είναι ένα σύνολο αποτελούµενα από διωνυµικά

δέντρα για τα οποία ισχύουν ώς εξής :

• Τα διωνυµικά δέντρα στο σωρό Η έχουν την ιδιότητα σωρού ελαχίστου έτσι ώστε το κλειδί

ενός κόµβου να είναι µεγαλύτερο ή ίσο του κλειδιού του κόµβου που είναι ο πατρικός.

΄Ετσι στην περίπτωση αυτή ένα δέντρο ϑα λέγεται δοµηµένο κατά ελαχίστου.

• Για κάθε k > 0, όπου k είναι ένας ακέραιος ϑετικός, υπάρχει τουλάχιστον ένα διωνυµικό

δέντρο στο σωρό Η όπου ο ϐαθµός ϱιζικού κόµβου είναι k.

Παραπάνω είδαµε τι είναι ένας δυωνυµικός σωρός. Τώρα ϑα δούµε τι είναι ένα δυωνυµικό
δέντρο. Οπότε ένας ορισµός για τα διωνυµικά δέντρα είναι ως εξής :

Ορισµός 5.8. ΄Ενα διωνυµικό δέντρο είναι ένα διατεταγµένο δέντρο το οποίο ορίζεται αναδρο-

µικά. ΄Ενα δυωνυµικό δέντρο έχει 2k κόµβους και k ύψος.

΄Ετσι λοιπόν συγκρίνοντας τους σωρούς Fibonacci µε τους διωνυµικούς σωρούς προ-
κύπτουν κάποιες διαφορές µεταξύ τους :

΄Οσον αφορά για τους διωνυµικούς σωρούς έχουν προκύψει τα εξής :
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Κεφάλαιο 5. Σύγκριση µε άλλες δοµές

• Ο χρόνος εκτέλεσης στην χειρότερη περίπτωση που παρουσιάζουν οι δυωνυµικοί σωροί
στις πράξεις τους είναι O(logn), όπου n δηλώνει το σύνολο των στοιχείων σε ένα σωρό.

• Στην διαδικασία της συγχώνευσης, ο χρόνος εκτέλεσης που χρειάζεται η συνένωση είναι
O(logn).

• Η πράξη της συνένωσης στην χειρότερη περίπτωση χρειάζεται χρόνο εκτέλεσης Θ(n).

Επιπλέον στο παρακάτω πίνακα ϐλέπουµε τους χρόνους εκτέλεσης από τις πράξεις που χρη-
σιµοποιούν οι δυωνυµικοί σωροί και οι σωροί Fibonacci στην χειρότερη περίπτωση. Ωστόσο
οι δυωνυµικοί σωροί που χρησιµοποιούν τις ίδιες πράξεις έχουν χρόνο εκτέλεσης O(logn)
στη χειρότερη περίπτωση. Αντίθετα οι σωροί Fibonacci έχουν µία ϐέλτιστη και καλύτερη
εκδοχή σε σχέση µε τους δυωνυµικούς σωρούς. ΄Ετσι η επίδοση του χρόνου µετριέται µέσω
των λογιστικών ϕραγµάτων. Επίσης συµβολίζουµε µε n στον πίνακα το σύνολο των στοιχείων
των σωρών για κάποια χρονική στιγµή που τρέχει η πράξη.

∆ιαδικασία ∆υωνυµικός σωρός Σωρός Fibonacci
Κατασκευή σωρού Θ(1) Θ(1)

Εισαγωγή O(logn) Θ(1)
Ελάχιστο O(logn) Θ(1)

Εξαγωγή ελαχίστου Θ(logn) O(logn)
Συνένωση Θ(logn) Θ(1)

Μείωση κλειδιού Θ(logn) Θ(1)
∆ιαγραφή Θ(logn) O(logn)

Πίνακας 5.1: Χρόνος εκτέλεσης πράξεων στη χειρότερη περίπτωση

Επίσης όσο οι διωνυµικοί σωροί όσο και οι σωροί Fibonacci δεν έχουν καλές επιδόσεις
στην πράξη της Αναζήτηση όπου η αναζήτηση ενός κόµβου µε κάποιο κλειδί είναι πιθανόν
να απαιτεί περισσότερο χρόνο µε αποτέλεσµα να είναι χρονοβόρα η πράξη της αναζήτησης.

5.2 Πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα

Στην τρέχουσα ενότητα ϑα καταγραφούν κάποια πλονεκτήµατα και µειονεκτήµατα στους
διωνυµικούς σωρούς και σωρούς Fibonacci.

΄Ενα πλεονέκτηµα των σορών Fibonacci σε σύγγριση µε των διωνυµικών σορών είναι ότι
οι σωροί Fibonacci οι οποίοι χρησιµοποιούν τις ίδιες πράξεις µε τους διωνυµικούς σωρούς
είναι ότι οι πράξεις οι οποίες δεν περιέχουν την διαγραφή κάποιου στοιχείου έχουν λογιστικό
χρόνο O(1) ενώ οι δυωνυµικοί σωροί στην χειρότερη περίπτωση έχουν O(logn) χρόνο στις
πράξεις εισαγωγή, ελαχίστου, εξαγωγή ελαχίστου, συνένωση, µείωση κλειδιού και διαγραφή
σε συγχωνεύσιµο σωρό.

Επίσης ένα άλλο ϐασικό πλεονέκτηµα που παίζει σηµαντικό ϱόλο είναι η συνάρτηση
δυναµικού η οποία χρησιµοποιείται για αντισταθµατική ανάλυση.

΄Ενα µειόνεκτηµα στους σωρούς Fibonacci και στους δυωνυµικούς σωρούς είναι ότι δεν
παρουσιάζουν καλές επιδόσεις για την πράξη της αναζήτησης η οποία παροµοιάζει χρονοβόρα
στην εύρεση κόµβου µε κάποιο δεδοµένου κλειδί.
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Κεφάλαιο 6

Επίλογος

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µία σύνοψη της πτυχιακής εργασίας µε τα συµπεράσµατα.

6.1 Συµπεράσµατα

Στην πτυχιακή εργασία µελετήθηκαν οι ϐασικές πράξεις που αφορά τους σωρούς Fi-
bonacci οι οποίοι µοιάζουν µε τους διωνυµικούς σωρούς. Γενικά είδαµε ότι οι σωροί Fi-
bonacci είναι συλλογές από δέντρα. ΄Ετσι τα συµπεράσµατα που έχουµε από τις πράξεις
των σωρών Fibonacci είναι ότι τα ϕράγµατα που παρουσιάζουν είναι σηµαντικά αφού πα-
ϱουσιάζουν καλύτερα ϕράγµατα για αυτές τις πράξεις. Επιπλέον για τις πράξεις Εισαγωγή,
Ελάχιστο και συνένωση στους σωρούς Fibonacci προκύπτει ότι έχουν λογιστικό χρόνο ε-
κτέλεσης O(1) ενώ οι πράξεις Εξαγωγή ελαχίστου, διαγραφή έχουν λογιστικό χρόνο O(logn).
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Απόδοση ξενόγλωσσων όρων

Απόδοση Ξενόγλωσσος όρος
Εισαγωγή Insertion
Αναζήτηση Searching
∆ιαγραφή Deletion
Ταξινόµηση Sorting
Προσπέλαση Access
Συγχώνευση Mergin
Ντετερµινιστικός πολυωνυµικός χρόνος Deterministic Polynomial Time
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